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Zusammenfassung
In Banken wird zunehmend das Modell von Markowitz zur Portfoliooptimierung
als verkaufsförderndes Instrument verwendet. Dieses Modell stellt jedoch lediglich
eine theoretische Grundlage zur Portfoliobildung dar, berücksichtigt jedoch keine
Transaktionskosten oder Besonderheiten von Kleinanlegern.
Es wird in die Thematik der Portfoliooptimierung eingeführt und mit Hilfe
praktischer Überlegungen zur Kostenstruktur eine Modellwelt zur Ermittlung des
erwartenen (Nutzen des) Endvermögens entwickelt. Dabei wird das Black-Scholes-
Modell verwendet um in Simulationen Handlungsempfehlungen unter Berücksich-
tigung besonderes Eigenschaften von Kleinanlegern herauszuarbeiten und den Ein-
fluss von Kosten auf das Endvermögen zu analysieren. Zur Bestimmung optimaler
Portfolios kommt die Martingalmethode zur Lösung eines dynamischen Optimie-
rungsproblems zum Einsatz.
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1 Einführung
Harry Markowitz beschäftigte sich schon vor über 50 Jahren mit der Portfoliokonstruk-
tion und entwickelte daraus die moderne Portfoliotheorie, bei der der Zusammenhang
zwischen Rendite und Risiko im Vordergrund steht. Der Grundgedanke besteht in der
breiten Diversifikation des Vermögens durch Investition in mehrere Investmentklassen.
Sein Artikel “Portfolio Selection” erschien 1952. Es wurden komplexe Berechnungsmetho-
den zur Ermittlung effizienter Portfolios entwickelt. Dabei ist jeweils eine hohe Rendite
bei möglichst geringem Risiko das Ziel eines Anlegers.
Viele Banken, so auch die Deutsche Bank, werben besonders seit dem Kursrückgang
im Jahre 2000 mit Anlageformen, die auf dieser Portfoliotheorie basieren, wobei diese
zunehmend als verkaufsförderndes Instrument verwendet wird. Dabei zielen die Banken
nicht nur auf große Vermögen ab, sondern streben vielmehr auch die Anwendung für
Kleinanleger mit geringem Geldvermögen an (vgl. [1]).
Bei der Portfoliobildung mit geringem Geldvermögen müssen Besonderheiten von Klein-
anlegern berücksichtigt werden. Dazu gehört unter anderem die Risikoaversion bei der
Investition auf Grund der Liquiditäts- und Notfallreserven, die für Anleger mit besonders
geringem Vermögen und niedrigen Einkommen eine entscheidende Rolle spielen.
Die Empfehlungen der Deutschen Bank in [1] müssen kritisch betrachtet werden, da die
Portfoliotheorie oftmals nur unvollständig dargestellt und um wesentliche Teile gekürzt
wurde.
Dieser Artikel soll die Portfoliooptimierung und das von Markowitz entwickelte Modell
vorstellen, und besonders für Kleinanleger mit hoher Risikoaversion optimale Portfoli-
os und Empfehlungen für die Investition entwickeln. Dazu sollen dynamische Portfo-
liostrategien, die den erwarteten Nutzen des Investors maximieren, untersucht werden.
Weiterhin werden Depot- und Transaktionskosten einbezogen, welche im idealisierten
Modell vernachlässigt werden. Sie haben Einfluss auf die Struktur des Portfolios, die
Portfoliorendite und damit das Vermögen von Kleinanlegern auf Grund von Fixkosten.
Schließlich soll eine neue flexible Strategie vorgestellt werden, die vom klassischen Fall der
Umschichtung in zeitlich fixierten, von vornherein festgelegten Zeitpunkten abweichen.
Für genauere Herleitungen wird auf die Diplomarbeit [14] verwiesen, in der detailiertere
Ausführungen zur hier behandelten Thematik gemacht werden.
2 Grundlagen der Portfoliooptimierung
In diesem Abschnitt sollen grundlegende Dinge zur Portfoliooptimierung nach Markowitz
und dem CAPM vorgestellt werden. Dazu werden einige wichtige Begriffe eingeführt und
Zusammenhänge dargestellt, die für die späteren theoretischen Erarbeitungen nötig sind.
Portfoliooptimierung im Bereich niedrigen Risikos 113
2.1 Modell von Markowitz und CAPM
Das CAPM (Capital Asset Pricing Model) ist ein Modell zur Erklärung des Marktgleich-
gewichtes. Es führt die Grundüberlegungen von Harry Markowitz fort und erweitert des-
sen Modell, das verschiedene Anlageformen anhand von Erwartungswert und Varianz
der Anlagerendite beurteilt. Beispielsweise führt es die risikolose Anlageform des Bonds
ein und beantwortet mit Hilfe des so genannten Marktportfolios die Frage, in welches
Portfolio investiert werden sollte. Die Frage nach der “besten” Anlageform unter den
extrem vielseitigen Möglichkeiten des Finanzmarktes und die Frage nach deren Investi-
tionsumfang wird auch als Portfolio-Selection bezeichnet.
Im Folgenden wird nicht mehr zwischen dem Modell von Markowitz und den Erweite-
rungen durch das CAPM unterschieden, da die konkrete Zuordnung verschiedener Er-
kenntnisse zu einem der Modelle nicht immer eindeutig ist.
Bemerkung 2.1 Die Ausführungen im gesamten Abschnitt sind allgemein bekannt
und werden hier je nach Bedarf auf die Arbeit angepasst und hergeleitet. Für Details
wird auf [5] verwiesen.
Den Ausgangspunkt aller Untersuchungen zur Portfoliooptimierung bildet ein Investor
mit einem bestimmten Startkapital x, der über einen gewissen, frei wählbaren Anlage-
zeitraum [0, T ] in verschiedenste Finanzprodukte investieren möchte.
Seien n verschiedene Anlagen (A0, . . . , An) gegeben, in die investiert werden kann. Diese
haben im Zeitpunkt t ∈ [0, T ] die Werte S0(t), S1(t), . . . , Sn(t). Asset A0 ist dabei eine
risikolose Anlage (Bond), A1, . . . , An sind riskante Assets.
Die Begriffe Bond, risikolose Anlage, risikofreie Anlage und sicheres Asset werden in
dieser Arbeit als Synonyme benutzt. Dabei ist eine Anlageform gemeint, deren Rendite
nicht zufällig ist.
Der in Ai investierte Vermögensanteil zur Zeit t wird mit pii(t) bezeichnet. Durch Mi-
schung der n+ 1 Anlagen entsteht ein so genanntes Portfolio pi(t) = (pi1(t), . . . , pin(t))T .
Es gilt
pii(t) =
Ni(t)Si(t)
X(t)
, ∀i = 0, . . . , n, t ∈ [0, T ],
wobei Ni(t) die Anzahl der gehaltenen Assets Ai und X(t) =
n∑
i=0
Ni(t)Si(t) der Wert des
Portfolios ist. Es gilt
n∑
i=0
pii(t) = 1 ∀t ∈ [0, T ] und pi0(t) = 1−
n∑
i=1
pii(t) =
N0(t)S0(t)
X(t)
.
Der Prozess X(t) (t ∈ [0, T ]) mit Startwert x = X0 wird auch Vermögensprozess genannt
und beschreibt die Entwicklung des Vermögens in Abhängigkeit der Zeit (vgl. Abschnitt
4.3). Um die Abhängigkeit vom Portfolio pi deutlich zu machen, wird dieser mitunter
auch mit Xpi(t) bezeichnet.
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Bemerkung 2.2 Es wird gefordert, dass pii(t) ≥ 0 ∀i = 1, . . . , n gilt. Positive An-
teile pii(t) der Anlagen bedeuten, dass die Anlage gekauft wurde. Im Falle von pii(t) <
0 für ein i wird von Leerverkäufen gesprochen.
Das Modell von Markowitz arbeitet mit dem Begriff der Rendite ri(t) (vgl. [5]).
Definition 2.3
Die Rendite des i-ten Assets für den Zeitraum △t zum Zeitpunkt t ist definiert als
ri(t) :=
Si(t+△t)− Si(t)
Si(t)
, ∀ i = 0, . . . , n, t ∈ [0, T −△t], △t ≥ 0.
Bemerkung 2.4 Meist wird die Jahresrendite, d. h. ri(t) mit △t = 1, betrachtet.
Dabei sei △t im Folgenden fixiert. Bei Verwendung des Black-Scholes-Modells sind die
Renditen ri(t) für alle Zeitpunkte t ∈ [0, T − △t] identisch verteilt angenommen (vgl.
dazu Satz 4.10). Daher wird oft nur ri statt ri(t) geschrieben.
Definition 2.5
Sei ri die Rendite der Anlage Ai, i = 1, . . . , n. Mit µ
r
i := E(ri) wird die erwartete
Rendite der Anlage Ai bezeichnet. Außerdem wird
crij =
{
Cov(ri, rj), i 6= j,
D2(ri) = (σ
r
i )
2, , i = j.
definiert. µr = (µr1, . . . , µ
r
n)
T wird Erwartungswertvektor genannt, Cr = (crij)
n
i,j=1 wird
als Varianz-Kovarianzmatrix bezeichnet.
Bemerkung 2.6 1. Da die Verteilung von ri(t) bei Verwendung des Black-Scholes-
Modells zeitunabhängig ist, sind auch µr und Cr nicht zeitabhängig.
2. Das Transponieren eines Vektors bzw. einer Matrix wird durch xT bzw. CT verdeut-
licht.
3. Die risikolose Anlage A0 geht nicht in den Vektor µr und die Matrix Cr ein. Die
Rendite dieser Anlage µr0 =: r
r wird als risikoloser Zins bezeichnet.
4. Die Matrix Cr ist als Varianz-Kovarianzmatrix symmetrisch. Es wird weiterhin an-
genommen, dass die Matrix positiv definit ist. Sollte dies nicht der Fall sein, sind die
Assets fast sicher (affin) linear abhängig und so kann ein Asset aus den Untersuchungen
entfernt werden (vgl. [2]).
Der folgende Satz behandelt die Zusammensetzung des Erwartungswertes und der Vari-
anz der Rendite. Es wird pi0(t) ≡ 0, ∀t ∈ [0, T ] vorausgesetzt (Beweis: vgl. [14]).
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Satz 2.7
Sei µr der Erwartungswertvektor und Cr die Varianz-Kovarianzmatrix der Renditen von
Ai, i = 1, . . . , n. Sei weiterhin pi(t) ein Portfolio mit
n∑
i=1
pii(t) = 1, ∀t ∈ [0, T ].
Dann gilt für den Erwartungswert µrpi(t) und die Varianz (σ
r
pi)
2(t) der Portfoliorendite:
µrpi(t) =
n∑
i=1
µripii(t) = (µ
r)Tpi(t) und (σrpi)
2(t) =
n∑
i,j=1
pii(t)pij(t)c
r
ij = pi
T (t)Crpi(t).
Da pi innerhalb gewisser Grenzen beliebig gewählt werden kann, entsteht eine Vielzahl
von möglichen Portfolios und damit verbundenen µrpi − σ
r
pi-Kombinationen.
2.2 Zulässige Menge und Marktportfolio
Wie beschrieben, möchte der Investor in n gegebene Anlagen investieren. Ziel ist es dabei,
eine Mischung dieser Assets zu bilden, so dass das Kapital möglichst günstig (gemäß
bestimmter Zielkriterien) angelegt wird. Dabei ist prinzipiell eine beliebige Mischung der
verschiedenen Anlageformen möglich, wobei zunächst keine Betrachtung von Portfolios
mit der risikolosen Anlage erfolgt. Leerverkäufe werden hierbei weiterhin ausgeschlossen.
Die folgende Definition führt den Begriff der zulässigen Menge ein:
Definition 2.8
Sei pi(t) ein Portfolio aus Assets Ai, i = 1, . . . , n und µ
r und Cr wie in Definition 2.5.
Die Menge
Z = {(σrpi, µ
r
pi) : σ
r
pi =
√
pi(t)TCrpi(t), µrpi = pi(t)
Tµr, pi(t) ∈ Rn+,
n∑
i=1
pii(t) = 1}
wird als zulässige Menge bezeichnet. Dabei sei t ∈ [0, T ] beliebig.
Die zulässige Menge bildet für zwei Wertpapiere den Teil einer Parabel, wenn die Korre-
lation ρrij der beiden Assets im Intervall [−1, 1) liegt. Durch die Mischung zweier Wertpa-
piere wird also das Risiko σrpi des Portfolios gegenüber der gewichteten Summe der Risiken
der einzelnen Wertpapiere gesenkt. Dieser Effekt wird als Diversifikation bezeichnet und
kommt durch die Berücksichtigung der Kovarianzen der Wertpapiere zustande. Werden
mehr als zwei Wertpapiere kombiniert, ergibt sich eine zulässige Menge, die auf Grund
ihrer Form oft als so genannte Regenschirmmenge bezeichnet wird (vgl. Abb. 2.1). Es
gilt der folgende Satz (vgl. [5]):
Satz 2.9
Seien µr der Erwartungswertvektor, Cr die Varianz-Kovarianzmatrix wie oben definiert
und pi(t), t ∈ [0, T ], ein zulässiges Portfolio aus den entsprechenden Assets. Dann gilt
für die Standardabweichung:
σrpi(t) =
√√√√ n∑
i,j=1
pii(t)pij(t)c
r
ij ≤ pi1(t)σ
r
1 + . . .+ pin(t)σ
r
n.
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Beweis.
Es gilt zunächst auf Grund der positiven Semidefinitheit von Cr:
0 ≤ (σrpi)
2(t) =
n∑
i,j=1
pii(t)pij(t)c
r
ij.
Damit kann der Term zunächst durch Beträge ergänzt (dabei ist pii(t) ≥ 0 ∀i zu be-
achten) und wie folgt abgeschätzt werden:
(σrpi)
2(t) =
n∑
i,j=1
pii(t)pij(t)c
r
ij ≤
n∑
i,j=1
pii(t)pij(t)|c
r
ij | ≤
n∑
i,j=1
pii(t)pij(t)σ
r
i σ
r
j .
Damit folgt die im Satz angegebene Ungleichung.
Bemerkung 2.10 Die Zeitabhängigkeit eines Portfolios pi wird nun nicht mehr immer
explizit angegeben. Die meisten Begriffe lassen sich auf beliebiges t ∈ [0, T ] anwenden.
Der Investor möchte in ein Portfolio der zulässigen Menge investieren. Die Beurteilung
der Portfolios diese Menge erfolgt dabei ebenfalls anhand des Erwartungswertes und der
Varianz bzw. der Standardabweichung der Portfoliorendite.
Dazu muss zunächst der Begriff eines effizienten Portfolios eingeführt werden:
Definition 2.11
Seien µr und Cr wiederum der Erwartungswertvektor und die Varianz-Kovarianzmatrix
wie oben. Ein Portfolio pi = (pi1, . . . , pin)
T wird effizient genannt, wenn es kein anderes
Portfolio ζ = (ζ1, . . . , ζn)
T gibt mit
(µr)Tpi ≤ (µr)T ζ sowie piTCrpi ≥ ζTCrζ,
wobei mindestens eine dieser Ungleichungen streng erfüllt ist. Gibt es hingegen ein solches
Portfolio ζ , so wird ζ dominierendes Portfolio genannt. Ein Portfolio wird ineffizient
genannt, wenn es nicht effizient ist.
Die Menge aller effizienter Portfolios bildet die effiziente Linie. Dies ist die linke obe-
re Begrenzungslinie der zulässigen Menge Z. All diese Portfolios sind also effizient. Die
Punkte dieser Linie können durch Lösung einer Optimierungsaufgabe gefunden werden.
Dabei hat jeder Investor zwei Zielkriterien: Er möchte die erwartete Portfoliorendite ma-
ximieren bei möglichst minimaler Portfoliovarianz. Diese zwei Kriterien wirken einander
i.A. entgegen. Es können verschiedene Aufgaben formuliert werden.
Aufgabe (2.1) wird als Erwartungswert-Varianz-Problem bezeichnet:
max
pi∈Rn
µrpi (2.1)
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(σrpi)
2 ≤ c1
pii ≥ 0, ∀i = 1, . . . , n und
n∑
i=1
pii = 1.
Maximiert wird die erwartete Rendite des Portfolios bei vorgegebener höchstens zuläs-
siger Renditevarianz c1. Weiterhin müssen die Portfolioanteile Nichtnegativitätsbedin-
gungen erfüllen und in der Summe 1 sein. Es handelt sich dabei um ein lineares Opti-
mierungsproblem mit quadratischer Nebenbedingung. Die Lösung des Problems ist im
Allgemeinen aufwändig.
Weiterhin kann die folgende Optimierungsaufgabe betrachtet werden:
min
pi∈Rn
(σrpi)
2 (2.2)
µrpi ≥ c2
pii ≥ 0, ∀i = 1, . . . , n und
n∑
i=1
pii = 1.
Diese wird als Varianz-Erwartungswert-Problem bezeichnet. Dabei wird die Portfoliova-
rianz minimiert bei vorgegebener erwarteter Mindestrendite c2. Dies ist eine quadratische
Aufgabe mit linearen Nebenbedingungen, für deren Lösung geeignetere Algorithmen zur
Verfügung stehen.
Seien nun µ, µ und σ gegeben durch µ = min
i=1,...,n
µri , µ = max
i=1,...,n
µri , σ
2 = max
i=1,...,n
(σri )
2
und σ2 sei die Varianz des varianzminimalen Portfolios. Dann sind die Parameter c1 und
c2 sinnvollerweise wie folgt zu wählen: σ2 ≤ c1 ≤ σ2, µ ≤ c2 ≤ µ.
Für jedes c1 bzw. c2 liefert die Aufgabe (2.1) bzw. (2.2) als Lösung einen Punkt der
effizienten Linie. Bei Variation dieser Werte innerhalb der Grenzen ergibt sich die gesamte
effiziente Linie.
Die Punkte der effizienten Linie dominieren einander nicht, so dass ohne weitere Kriterien
nicht entschieden werden kann, in welches dieser Portfolios investiert werden sollte. Ein
oft angewendetes Verfahren besteht nun darin, für jedes Portfolio mit µrpi und σ
r
pi den
folgenden Ausdruck zu betrachten:
SR(µrpi, σ
r
pi) =
µrpi − r
r
σrpi
.
Dieser Wert wird als Sharpe-Ratio bezeichnet und gibt den Anstieg derjenigen Geraden
an, die den zum Bond gehörigen Punkt (0, rr) mit einem Punkt (σrpi, µ
r
pi) der effizien-
ten Linie verbindet und drückt damit aus, wie groß die erwartete Rendite über dem
risikolosen Zins im Verhältnis zur Portfoliostandardabweichung ist.
Ziel kann es nun sein, diesen Ausdruck zu maximieren. Diejenige Gerade mit dem maxi-
malen Anstieg wird als Kapitalmarktlinie bezeichnet. Sie tangiert die effiziente Linie im
zum so genannten Marktportfolio gehörenden Punkt. Dieses wird daher mitunter auch
als Tangentialportfolio bezeichnet. Dabei ist zu beachten, dass der Tangentialpunkt ei-
gentlich nur eine µ − σ-Kombination (und kein Portfolio) ist, der ein entsprechendes
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Portfolio (das Markt- oder Tangentialportfolio) zugeordnet wird. Diese Zuordnung muss
nicht eindeutig sein. Abbildung 2.1 zeigt das dabei entstehende Bild.
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Abbildung 2.1: Darstellung der zulässigen Menge und der daraus entstehenden Kapital-
marktlinie für drei Wertpapiere.
Das Marktportfolio ergibt sich also durch Lösung einer Optimierungsaufgabe, bei der
die Sharpe-Ratio von Portfolios der effizienten Linie maximiert wird. In Abschnitt 2.3
wird gezeigt, dass in bestimmten Situationen eine Lösung dieses Optimierungsproblems
möglich ist, so dass das Marktportfolio explizit angegeben werden kann.
2.3 Explizite Formel des Marktportfolios
Für die explizite Herleitung des Marktportfolios sollen zunächst der Begriff der Risiko-
präferenzfunktion, sowie die Indifferenzkurven eingeführt werden (vgl. [5]):
Definition 2.12
Als Risikopräferenzfunktion wird die Funktion ϕ : [0,∞)× (0,∞)→ R mit (σr, µr) 7→
ϕ(σr, µr) bezeichnet. Diese weist einem µr − σr-Paar den Nutzen oder die Attraktivität
der µ− σ-Kombination bzw. des entsprechenden Portfolios/Assets für den Investor zu.
Sehr häufig wird die Risikopräferenzfunktion ϕa(σr, µr) = µr − a
2
(σr)2 verwendet. Dabei
ist a ein Parameter, der ausdrückt, wie risikofreudig ein Investor ist. Es gilt a ≥ 0. Mit
Hilfe der Risikopräferenzfunktion lassen sich die Indifferenzkurven definieren:
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Definition 2.13
Eine Indifferenzkurve ist die Menge aller µr−σr-Kombinationen, die für den Investor den
gleichen Nutzen bzw. die gleiche Attraktivität haben. Eine solche Kurve kann dargestellt
werden als {(σr, µr) ∈ [0,∞)× (0,∞) : ϕ(σr, µr) = z} mit z ∈ R beliebig.
Diese Kurven haben bei Verwendung der obigen Funktion ϕa(σr, µr) die Form
µr = µr(σr) = z +
a
2
(σr)2.
Je weiter die jeweilige Indifferenzkurve in Nord-West-Richtung liegt, desto höher ist der
zugehörige Wert z. Die Risikopräferenzfunktion kann dafür verwendet werden, für den
Investor ein Portfolio zu ermitteln, aus dem er einen möglichst großen Nutzen zieht bzw.
welches für ihn besonders attraktiv ist.
Mit Hilfe dieser kurzen Einführung zu den Begriffen der Risikopräferenzfunktion und
Indifferenzkurven ist es nun im folgenden Abschnitt möglich, das Marktportfolio zu be-
rechnen. Dafür muss zunächst vorausgesetzt werden, dass alle Anlageformen A1, . . . , An
im Marktportfolio enthalten sind, d. h. pii > 0, ∀i = 1, . . . , n. Es wird die oben genannte
Risikopräferenzfunktion für ein Portfolio pi mit zugehörigem µrpi und σ
r
pi verwendet:
ϕa(σrpi, µ
r
pi) = µ
r
pi −
a
2
(σrpi)
2.
Diese gibt die Attraktivität des Portfolios für den Investor an und ist zu maximieren.
Es wird das folgende Optimierungsproblem betrachtet (vgl. dazu [5]). Bei der Berechnung
der Kennziffern µrpi und σ
r
pi wird dabei auch der Bond mit einbezogen. Ziel ist es, ein
möglichst optimales pi = (pi1, . . . , pin)T zu ermitteln:
max
pi1,...,pin
ϕa(σrpi, µ
r
pi)
pii > 0, ∀i = 1, . . . , n und
n∑
i=0
pii = 1.
Es wird also das Maximum der Risikopräferenzfunktion ermittelt unter Verwendung der
Nichtnegativitätsbedingung für die Anteile pii. Die Zielfunktion kann wie folgt umgeformt
werden:
max
pi1,...,pin
ϕα(σrpi, µ
r
pi) = max
pi1,...,pin
[
rr +
n∑
i=1
pii(µ
r
i − r
r)−
α
2
n∑
i=1
n∑
j=1
crijpiipij
]
.
Es gibt dabei genau einen Wert α des Parameters a, für den die Lösung das Tangential-
portfolio ist. Dieser ergibt sich auf Grund der zusätzlichen Bedingung
n∑
i=0
pii = 1.
Obige Optimierungsaufgabe lässt sich schreiben als
max
pi∈I
g(pi) := max
pi∈I
(
rr + piT (µr − rr1)−
α
2
piTCrpi
)
,
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wobei im Weiteren mit 1 der Vektor (1, . . . , 1)T bezeichnet wird und
I =
{
pi = (pi1, . . . , pin)
T ∈ Rn : pii ≥ 0 ∀i,
n∑
i=0
pii = 1
}
.
Für das Vorliegen einer Maximumsstelle in der hier untersuchten Aufgabe ist die Gül-
tigkeit der folgenden Bedingung notwendig, wobei pii = 0, ∀i auszuschließen ist, da sonst
kein innerer Punkt von I vorliegt: ▽g(pi) = µr − rr1− αCrpi = O.
Es gilt dann: αCrpi = µr − rr1 bzw. pi = (Cr)−1 · µ
r
−rr1
α
.
Im folgenden Abschnitt sollen nun die hier definierten Begriffe und Aussagen auf reale
Daten angewendet werden. Zunächst werden die in den Simulationen zu verwendenden
Assets vorgestellt. Weiterhin erfolgt eine Analyse der verwendeten Kosten und der Höhe
des in die verwendeten Assets investierten Vermögens.
3 Annahmen über die Anlagebedingungen
Nachdem in Abschnitt 2 die Investitionsmöglichkeiten eines Investors in der Theorie dis-
kutiert wurden, sollen nun die praktischen Voraussetzungen erarbeitet, sowie ein Über-
blick über die hier zur Verfügung stehenden Anlagemöglichkeiten gegeben werden. Dabei
wird mit dem Begriff des Returns gearbeitet, wobei Rendite und Return ineinander um-
rechenbar sind und somit die Verwendung des Returns hier unproblematisch ist.
Definition 3.1
Der Return des i-ten Assets für den Zeitraum △t zum Zeitpunkt t ist definiert als
Ri(t) := ln
Si(t+△t)
Si(t)
, t ∈ [0, T −△t], △t ≥ 0, (3.1)
wobei Si(t) der Wert des Assets Ai im Zeitpunkt t ist.
Dabei wird zumeist△t = 1 gesetzt. Ri(t) entspricht dann dem Jahresreturn. Die Returns
Ri(t) sind bei Verwendung des Black-Scholes-Modells bei fixiertem △t für alle t ∈ [0, T−
△t] analog zur Rendite identisch verteilt.
3.1 Anlageuniversum
Um Untersuchungen zur Portfoliooptimierung und optimalen Strategien bei der Portfo-
lioumschichtung vornehmen zu können, ist es notwendig, sich verschiedene Assetklassen,
mit denen im Folgenden gearbeitet wird, vorzugeben. Es werden die folgenden fünf Anla-
geformen verwendet: Risikolose Anlage, Aktien- und Rentenfonds, Aktienzertifikate und
alternative Investments (Hedge-Fonds):
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Assetklasse 1 - Risikolose Anlage: Diese Assetklasse zeichnet sich durch einen fest
vereinbarten und nicht zufälligen Return aus. Dieser wird als risikoloser Zins r bezeichnet.
In der Praxis bestehen vielseitige Möglichkeiten, in diese Assetklasse zu investieren. Für
die späteren Simulationen ist es wichtig, zuverlässige Aussagen über die Höhe des Returns
zu erhalten. Diese wird aus momentan am Markt erhältlichen Zinssätzen gewonnen.
Assetklasse 2 - Aktienfonds: Unter Aktienfonds sind Fonds zu verstehen, die überwie-
gend in Aktien investieren. Diese zeichnen sich meist durch einen hohen mittleren Return
aus, unterliegen jedoch auch einem relativ hohen Risiko. Sie nutzen zumeist die Chan-
cen spezieller Märkte, haben festgelegte Anlageschwerpunkte (Länder, Branchen, etc.)
oder investieren bevorzugt in Aktien besonders umsatzstarker Unternehmen (vgl. [6]).
Als Grundlage für die Gewinnung der notwendigen Parameter µ und C werden drei Ak-
tienfonds betrachtet: DekaFonds (Deka Investmentfonds), UniFonds (Union Investment)
und DWS Investa (DWS Investments). Es wird hier davon ausgegangen, dass sämtliche
Fonds über eine Bank/Gesellschaft erworben werden. Dies ist später bei der Kalkulation
der Kosten von Bedeutung, da dabei nur ein Gesamtdepot zu berücksichtigen ist.
Assetklasse 3 - Rentenfonds: Über Rentenfonds lassen sich analoge Aussagen wie zu
Aktienfonds treffen. Es handelt sich dabei um Fonds, die überwiegend in Renten, also
in fest- und variabelverzinsliche Wertpapiere des Rentenmarktes, investieren (vgl. [7]).
Durch die Mischung von verschiedenen Produkten im Fond wird die Varianz der Ren-
dite und damit das Risiko gegenüber der gewichteten Summe der Risiken der einzelnen
Renten senken. Die Kontrolle durch das Bundesaufsichtsamt für das Kreditwesen (BA-
Kred) und das Gesetz über Kapitalanlagegesellschaften (KAGG) sorgen dabei für den
Schutz der Anleger. Insgesamt sind Rentenfonds deutlich sicherer als Aktienfonds. Für
die Ermittlung der Parameter dieser Assetklasse werden die folgenden drei Rentenfonds
herangezogen: DWS Inrenta (DWS Investments), UniEuroRenta (Union Investment),
RenditDeka (Deka Investmentfonds).
Assetklasse 4 - Indexzertifikate: Es wird zumeist davon ausgegangen, dass Kleinan-
leger vorwiegend in (Renten- und Aktien-) Fonds investieren, da dort bereits durch Mi-
schung verschiedener Renten bzw. Aktien eine Diversifikation vorliegt. Dennoch soll eine
Investition in Einzelaktien hier nicht ausgeschlossen werden. Dafür gibt es allerdings zu
vielseitige Möglichkeiten, die im Rahmen einer Simulation nicht alle erfasst werden kön-
nen. Daher wird davon ausgegangen, dass Anleger in den DAX (Deutscher Aktienindex)
investieren. Dieser enthält 30 deutsche Einzelaktien und bildet damit den Aktienmarkt in
Deutschland besser ab als wenige Einzelaktien. Durch den Erwerb von so genannten In-
dexzertifikaten ist es möglich, in den DAX tatsächlich zu investieren. Indexzertifikate sind
börsengehandelte Produkte, deren Kursentwicklung der des zu Grunde liegenden Un-
derlyings entspricht. Das Underlying ist in unserem Falle der DAX-Performance-Index.
Daher wird für die Gewinnung der Daten die Zeitreihe des DAX verwendet.
Assetklasse 5 - Alternative Investments: Unter dem Begriff der alternativen In-
vestments werden Assets zusammengefasst, die sich aus traditionellen Anlageformen ent-
wickelt haben. Sie lassen sich durch besondere Charakteristika von diesen abgrenzen. So
unterscheiden sie sich beispielsweise hinsichtlich des Returns von traditionellen Anlagen:
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Dieser kann bei alternativen Investments überdurchschnittlich sein. Typische Vertreter
sind Hedge-Fonds und Private-Equity-Produkte. Für Letztere ist es eher schwierig, hi-
storische Daten zu ermitteln, so dass diese für die Simulationen ungeeignet sind. Um die
Hedge-Fonds zu verwenden, werden zwei Indizes herangezogen und ausgewertet. Eine
Direktinvestition in einen Hedge-Fonds wird, im Hinblick auf die aktuelle Situation in
Deutschland (Investition nur über Dachfonds), ohnehin für Kleinanleger nicht empfohlen.
Hedge-Fonds zeichnen sich durch eine geringe positive oder aber negative Korrelation
zu traditionellen Anlagen aus, da sie versuchen, einen von der Marktentwicklung unab-
hängigen Return zu erzielen. Sie werden meist zu den so genannten “Absolut Return”-
Produkten gerechnet.
Als Datengrundlage werden die historischen Zeitreihen von zwei Hedge-Fonds-Indizes
(Hedge-EMN und Hedge-MS) herangezogen.
Es sollen nun die Kennzahlen dieser eingeführten Assetklassen analysiert werden. Da-
bei soll der Erwartungswert der Returns, sowie deren Varianz und Kovarianz bestimmt
werden. Diese Daten werden aus realen Kursen von 120 Monaten (vom 30.11.1994 bis
30.10.2004) gewonnen. Sie wurden den Analysen der Professur für Finanzwirtschaft und
Bankbetriebslehre (Fakultät für Wirtschaftswissenschaften, TU Chemnitz) entnommen.
Es handelt sich dabei um monatliche Daten, aus denen Jahreswerte gewonnen werden.
Aus den erwarteten Jahresreturns einzelner Vertreter der Assetklassen müssen jeweils
erwartete Returns der gesamten Assetklasse berechnet werden. Dazu wird jeweils in-
nerhalb einer Assetklasse das arithmetisches Mittel über die Daten der untersuchten
Anlagen gebildet. Es ergeben sich die folgenden erwarteten Returns:
Aktienfonds Rentenfonds Aktienzertifikate Hedge-Fonds
0.064 0.062 0.065 0.102
Der risikolose Zinssatz r wird aus momentanen risikolosen Zinsen am Markt bestimmt.
Als Anhaltspunkt dafür kann der EURIBOR (Euro Interbank Offered Rate) verwendet
werden, so dass für die Simulationen mit einem Wert von r = 2.1% gerechnet wird.
Analog dazu lassen sich aus den Zeitreihen von 1994 bis 2004 Informationen über die
Varianzen der Assets und die Kovarianzen zwischen den einzelnen Produkten gewinnen.
Dazu sind bei den Assetklassen der Renten-, Aktien- und Hedge-Fonds wiederum meh-
rere Anlagen/Indizes gegeben, die untersucht werden. Auch hier wird der Einfachheit
halber der Mittelwert der berechneten Varianzen und Kovarianzen gebildet. Eine ande-
re Berechnung war nicht ohne weiteres möglich, da die Daten nur nach Einzelanlagen
getrennt vorlagen. Die folgende Tabelle zeigt die berechnete Matrix C für die Assets.
Aktienfonds Rentenfonds Aktienzert. Hedge-Fonds
Aktienfonds 0.055888133 -0.001384667 0.0578316 0.0083438
Rentenfonds -0.001384667 0.000802267 -0.0013832 -0.0002782
Aktienzert. 0.0578316 -0.0013832 0.0628992 0.0081612
Hedge-Fonds 0.0083438 -0.0002782 0.0081612 0.0088971
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Für die Analysen ist weiterhin die Höhe des Startkapitals eines Investors zu bestimmen.
Untersuchungen dazu wird der folgende Abschnitt liefern.
3.2 Anlagevolumen
Bei den Untersuchungen zur Portfoliogröße ist es wichtig zu wissen, wie groß das durch-
schnittliche Vermögen ist, das in die oben genannten Anlageklassen investiert wird. Dazu
lässt sich eine Statistik des Statistischen Bundesamtes heranziehen, die das Geldvermö-
gen deutscher Haushalte im Jahr 2003 untersucht (vgl. [17]). Mit Hilfe dessen lässt sich
das durchschnittliche Vermögen deutscher Haushalte und dessen Aufteilung auf riskante
und risikolose Anlagen ermitteln. Für einen durchschnittlichen deutschen Haushalt erge-
ben sich die folgenden Werte, die der genannten Statistik entnommen wurden. Angegeben
wird hier außerdem die Summe des in alle betrachteten Assets investierten Vermögens:
Sparguthaben 7300 €, Aktien 2800 €, Aktienfonds 2900 €, Rentenwerte 1900 €, sonst.
Wertpapiere [...] 2800 €. Dies ergibt eine Gesamtsumme von 17700 €.
Auf Grund dieser Daten wird von einem Vermögen in Höhe von 20000 € ausgegangen.
Dabei wird jeweils etwa die Hälfte in riskante bzw. risikolose Assets investiert.
3.3 Kosten beim Handel
Interessant für praktisch relevante Untersuchungen ist die Betrachtung optimaler Portfo-
lios und Strategien unter Einbeziehung von Depot- und Transaktionskosten. Diese haben
besonders großen Einfluss bei optimalen Strategien mit konstantem Wertanteil (dies ist
beispielsweise bei der CRRA-Nutzenfunktion der Fall). Dort ist es bei Verfolgung der
optimalen Strategie notwendig, das Portfolio ständig umzuschichten, was auf Grund der
Kosten zumindest theoretisch zum sofortigen Ruin führt.
Weiterhin ist besonders bei Kleinanlegern die Höhe der Kosten relevant. Bei relativ
kleinem Startkapital und kleinem Ordervolumen sollten die Kosten die Kursgewinne
nicht übersteigen. Demzufolge haben die Kosten je nach Höhe und Gestaltung Einfluss
auf die Strategie bei der Umschichtung des Portfolios.
In verschiedenen Quellen werden im Wesentlichen drei Kostenarten beschrieben. Es wer-
den die folgenden Typen unterschieden (vgl. dazu [16]): Proportionale Kosten (Proportio-
nal zum Handelsvolumen), fixe Kosten (Proportional zum Depotvolumen) und konstante
Kosten (Feste Höhe, unabhängig vom Depot-/Handelsvolumen).
Tabelle 3.1 zeigt, welche Kosten in der Praxis für die verschiedenen Assetklassen relevant
sind. Dabei haben die jeweiligen Banken und Gesellschaften vielseitige Möglichkeiten,
Kosten zu kalkulieren, so dass die exakte Zuordnung in eine der drei Kostenarten nicht
immer gelingt. Es werden hier zwei Gruppen von Kosten unterschieden: Depotkosten
und Transaktionskosten.
Um alle in der Tabelle aufgeführten Kosten in den späteren Simulationen verwenden zu
können, müssen zunächst einige Vereinbarungen über die Höhe und die konkrete Gestal-
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risikolose Aktien- Renten- Aktien- Hedge-
Anlage fonds fonds Zertifikate Fonds
Depotkosten nein ja ja ja ja
Orderkosten nein ja ja ja ja
Ausgabeaufschlag nein ja ja nein ja
Geld-Brief-Spanne nein nein nein ja ja
Courtage nein nein nein ja nein
Tabelle 3.1: Übersicht über die Kosten der verschiedenen Assetklassen.
tung getroffen werden. Die genauen Zahlenwerte, die hier nicht aufgeführt werden, wur-
den den Analysen der Professur für Finanzwirtschaft und Bankbetriebslehre (Fakultät für
Wirtschaftswissenschaften, TU Chemnitz) entnommen und basieren auf Informationen
verschiedener Online-Anbieter (Comdirect, Consors, S-Broker) und Filialbanken (Com-
merzbank, Dresdner Bank, HypoVereinsbank, SEB Bank), Stand: Oktober/November
2004. Bei der Modellierung werden die mittleren Kosten und üblichen Methoden der
Gestaltung dieser Kosten (hinsichtlich der Zusammensetzung aus Fest-, Mindestpreisen
und prozentualen Aufschlägen) verwendet.
1. Depotkosten: Beim Handel mit Aktien, Fonds und anderen Finanzprodukten ist
ein so genanntes Depot nötig. Dieses dient dazu, die gekauften Produkte zu verwalten
und zu verwahren. Dafür fallen bei der jeweiligen Gesellschaft Depotkosten an. Das
verwaltende Institut sorgt im Gegenzug dafür, dass Zinsen, Dividenden oder andere
Gewinne rechtzeitig gezahlt werden.
Wie bereits oben erwähnt, wird davon ausgegangen, dass der Anleger alle Produkte in
einem Depot hält. Es gibt also nicht mehrere Depots bei verschiedenen Banken. Dies
spielt bei der Kalkulation der Depotkosten eine wichtige Rolle. Die Kosten für das De-
pot werden meist jährlich berechnet. Die genaue Gestaltung (Mindestpreis, Festpreis,
prozentuale Berechnung etc.) legt das jeweilige Institut fest. Möglich sind dabei u. a.
Festpreise oder Mindestpreise bei prozentualer Berechnung.
Als Depotvolumen kann das Volumen am Ende der Abrechnungsperiode angesetzt wer-
den. Praxisnäher ist jedoch, das durchschnittliche Vermögen im Depot zu verwenden.
Dafür wird täglich der Wert des Portfolios bestimmt und der Mittelwert über eine be-
stimmte Anzahl von Tageswerten gebildet. In der späteren Simulation wird trotzdem das
Endvolumen verwendet, da dies eine schnellere Umsetzung möglich macht.
Die Höhe der Depotkosten ist unabhängig von der jeweiligen Anlageform. Die risikolose
Anlage wird dabei im Folgenden nicht betrachtet, da diese kostenfrei ist.
Wichtig ist es, für beliebige Depotvolumen den Kostensatz zu ermitteln. In dieser Ar-
beit sollen dafür einige Durchschnittswerte berechnet werden, um danach mit Hilfe von
Regression eine Kostenfunktion für beliebige Depotvolumen zu erhalten. Die folgende
Tabelle zeigt die dafür ermittelten Werte.
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Depotvolumen in € < 9000 10000 12500 15000 17500 20000 25000
Durchschn. Kosten in € 14.39 14.51 15.48 17.27 19.06 20.84 24.42
Bei der Regression der gewonnenen Daten erweist es sich als günstig, eine stückweise
lineare Funktion zu verwenden. Im unteren Bereich sind die Kosten nahezu konstant,
erst ab einem bestimmten Volumen steigen sie linear an. Die Kostenfunktion wird daher
aus zwei linearen Teilregressionen zusammengesetzt.
Es ergibt sich dabei die folgende Depotkostenfunktion KD(x) in Abhängigkeit des Depot-
volumens x:
KD(x) =
{
14.366 + 0.0000096x, für x < 11074.90,
6.543514 + 0.000715027x, für x ≥ 11074.90.
2. Orderkosten: Abhängig von der jeweiligen Orderhöhe verlangt jede Gesellschaft/
Bank vom Anleger so genannte Orderkosten. Diese werden teilweise auch als Bankprovi-
sion bezeichnet und fallen bei der Order aller riskanten Produkte, sowohl für den Kauf
als auch für den Verkauf an. Meist sind diese bis zu einer gewissen Orderhöhe konstant,
danach wird zusätzlich ein gewisser Prozentsatz des Ordervolumens berechnet. Erst ab
einer bestimmten Orderhöhe fällt wiederum ein fester Betrag an.
Die konkrete Gestaltung der Kosten ist meist komplexer und wird von jedem Institut indi-
viduell festgelegt, so dass hier kein einheitliches Schema verfolgt werden kann: Es liegen
Kombinationen von Fest- und Mindestpreisen, prozentualen und Festpreisabstufungen
vor. Daher ist es nicht möglich, für die Simulationen ein Kostenmodell zu entwickeln,
das all diesen Möglichkeiten gerecht wird. Das Vorgehen erfolgt daher analog zu dem der
Depotkosten. Es bietet sich daher hier die Verwendung von durchschnittlichen Kosten
an. In der folgenden Tabelle sind für verschiedene Ordergrößen die durchschnittlichen
Kosten angegeben.
Ordervolumen in € <2000 3000 5000 6000 8000 10000 12000 15000
Durch. Kosten in € 19.10 21.71 32.97 39.37 51.17 62.97 75.27 92.97
Mit Hilfe dieser Durchschnittswerte ist es nun wieder möglich eine Regression durchzu-
führen, um Rückschlüsse auf die gesamte Kostenfunktion zu erhalten. Auch hier scheint
es sinnvoll, die Kostenfunktion aus zwei linearen Teilstücken zusammenzusetzen. Die
ermittelte Regressionsfunktion hat die folgende Gestalt (abhängig vom Ordervol. x):
KO(x) =
{
19.1, x < 2610.95,
3.523432 + 0.005962135x, x ≥ 2610.95.
3. Ausgabeaufschlag: Der Ausgabeaufschlag ist für Fonds zu zahlen. Er wird meist als
fester Prozentsatz vom Rücknahmepreis berechnet. Einige Gesellschaften bieten mitt-
lerweile auch Fonds ohne Ausgabeaufschlag an, so genannte “no load fonds”. Diese sind
besonders bei einer häufigen Umschichtung des Vermögens zu empfehlen. Sie zeichnen
Workshop „Stochastische Analysis“ 20.09.2006 – 22.09.2006
126 N. Lorenz
sich jedoch nicht durch geringere, sondern höhere Gesamtkosten aus. Der Ausgabe-
/Verkaufspreis unter Berücksichtigung des Aufschlages kann wie folgt berechnet werden:
Ausgabepreis = Rücknahmepreis +
Rücknahmepreis · Ausgabeaufschlag in Prozent
100
.
In den Zeitreihen, die zur Bestimmung des erwarteten Returns und der Varianzen und
Kovarianzen verwendet werden, wird stets der Rücknahmepreis angegeben. Dementspre-
chend erhalten wir später in den Simulationen ebenfalls den Rücknahmepreis als simulier-
ten Kurs. Die Höhe des Aufschlages kann beispielsweise von Art und Anlageschwerpunkt
des Fonds, aber auch von der jeweiligen Gesellschaft abhängen. Auf der Grundlage der
Angaben verschiedener Gesellschaften wird ein Ausgabeaufschlag von 5 % bei Aktien-
fonds, 3 % bei Rentenfonds und 4 % bei Hedge-Fonds angenommen.
4. Geld-Brief-Spanne: Die so genannte Geld-Brief-Spanne muss in die Kostenkalkula-
tion der Aktienzertifikate und Hedge-Fonds einfließen. Soll ein Produkt gekauft werden,
so wird dabei der Briefkurs (Verkaufskurs der Bank) fällig. Wird hingegen ein Produkt
verkauft, so zahlt die Bank den Geldkurs (Rücknahmekurs der Bank). Daher ist der Geld-
kurs im Allgemeinen niedriger als der Briefkurs. Die Differenz zwischen diesen beiden
Kursen wird als Geld-Brief-Spanne oder Spread bezeichnet.
Auf Grund von Analysen von Produkten verschiedener Gesellschaften wird eine Geld-
Brief-Spanne von 5 % für Hedge-Fonds und 0.07 % für DAX-Zertifikate verwendet.
5. Courtage: Die Courtage wird gezahlt beim Kauf und Verkauf börsengehandelter
Produkte; hier also nur bei der Klasse der Aktienzertifikate. Die Courtage besteht meist
aus einem Mindestbetrag und berechnet sich darüber hinaus prozentual. Abhängig vom
Ordervolumen wird jeweils mit Kosten in Höhe von 1 % gerechnet.
3.4 Kleinanleger
Aufgabe dieses Abschnittes ist die Charakterisierung von Kleinanlegern als Zielgruppe
für die Portfoliooptimierung im Bereich niedrigen Risikos. Es sollen dazu einige wichtige
Eigenschaften zusammengetragen und deren Berücksichtigung erläutert werden.
Kleinanleger haben meist ein geringes Startkapital. Da die Kosten für kleine Depot-
und Ordervolumen fest sind, hat dies einen Einfluss auf das Endvermögen. Daher sollte
die Höhe der Kosten für ein kleines Startkapital x betrachtet und die Möglichkeit der
Kostensenkung abgeschätzt werden. Letzteres kann in [14] nachgelesen werden.
Auf Grund des so genannten Hausbankprinzips gibt es Einschränkungen bei der Ko-
stensenkung durch einen Bankwechsel. Besonders Kleinanleger haben oft nur Vertrauen
in die jeweilige Hausbank und scheuen einen Wechsel. Es ist davon auszugehen, dass
hohe Kosten eher akzeptiert werden als ein Bankwechsel, so dass gewisse Grenzen bei
den Möglichkeiten zur Kostensenkung bestehen. Daher ist die Verwendung von durch-
schnittlichen Kosten gerechtfertigt.
Der Kleinanleger ist im Allgemeinen eher risikoscheu. Es wird oft nur ein sehr geringes
Gesamtrisiko toleriert, da die Erhaltung des Startkapitals zur Sicherung von Lebensri-
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siken sehr wichtig ist. Die Risikoscheue eines Investors kann über den Anteil riskanter
Assets am Gesamtvermögen gesteuert werden.
Um das Risiko eines Totalverlustes des Kapitals bei Investition zu verhindern bzw. in
akzeptablen Grenzen zu halten, ist es weiterhin möglich, bei der Portfoliooptimierung
zusätzliche Risikonebenbedingungen einzubeziehen. Dieser Aspekt wird in dieser Arbeit
allerdings nicht verfolgt.
Der folgende Abschnitt wird nun einige theoretische Resultate herleiten, die für das
weitere Vorgehen benötigt werden.
4 Herleitung optimaler Portfolios
In diesem Abschnitt sollen nun wichtige theoretische Grundlagen zur Stochastik und Be-
stimmung optimaler Portfolios hergeleitet werden. Dabei werden stochastische Grund-
begriffe und das Black-Scholes-Modell, sowie die Handelsstrategie und der Vermögens-
prozesses eingeführt. Es erfolgt weiterhin einer Herleitung optimaler Portfolios unter
Verwendung von Nutzenfunktionen durch Lösung des so genannten Portfolioproblems.
In einem letzten Abschnitt wird schließlich eine neue Strategie zur Portfolioumschichtung
vorgestellt.
4.1 Begriffe und Definitionen
Zunächst sollen nun einige wichtige Grundlagen und Begriffe der Stochastik eingeführt
werden. Die folgenden Definitionen wurden teilweise aus [12] entnommen oder in Anleh-
nung daran formuliert. Wichtige Definitionen können beispielsweise auch in [9] oder [18]
nachgelesen werden.
Die Kenntnis der Begriffe eines Wahrscheinlichkeitsraumes (Ω,F,P), einer Zufallsgröße
Y , deren Messbarkeit, sowie der Begriff einer Filtration werden als bekannt vorausgesetzt.
Ausgehend davon ist die Definition des stochastischen Prozesses möglich:
Definition 4.1
Eine Familie {(Y (t),Ft)}t∈I bestehend aus einer Filtration {Ft}t∈I und einer Familie von
Rn-wertigen Zufallsvariablen {Y (t)}t∈I , wobei Y (t) Ft-messbar ist, heißt stochastischer
Prozess mit Filtration {Ft}t∈I .
Bemerkung 4.2 1. Wird die Filtration nicht gesondert erwähnt, so ist {Ft}t∈I im
Allgemeinen die so genannte kanonische Filtration: Ft = σ(Y (s), s ≤ t).
2. Als Indexmenge wird hier I = [0, T ] verwendet.
Analog zur Messbarkeit einer Zufallsgröße, kann auch hier Folgendes definiert werden:
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Definition 4.3
Gegeben sei der stochastische Prozess {(Y (t),Ft)}t∈[0,T ]. Dieser wird messbar genannt,
wenn die Abbildung
([0, T ]× Ω,B([0, T ])⊗ F)→ (Rn,B(Rn)) mit (t, ω) 7→ Y (t, ω)
B([0, T ])⊗ F-messbar ist.
Der Prozess wird progressiv messbar genannt, wenn für jedes t ∈ [0, T ] die Abbildung
([0, t]× Ω,B([0, t])⊗ F)→ (Rn,B(Rn))
B([0, t])⊗ Ft-messbar ist.
Weiterhin ist der Begriff eines Martingals wichtig:
Definition 4.4
Der reellwertige Prozess {(Y (t),Ft)}t∈[0,T ] mit E|Y (t)| <∞ ∀t ∈ [0, T ] heißt Martingal,
falls die folgende Eigenschaft erfüllt ist:
E(Y (t)|Fs) = Y (s) f.s. ∀ s, t ∈ [0, T ], s ≤ t.
Für die Betrachtungen des Black-Scholes-Modells und der zugehörigen stochastischen
Prozesse ist es nötig, den so genannten Satz von Itô zu behandeln. Dieser stellt den
Zusammenhang zwischen einem Prozess und dem zugehörigen Differential her. Dafür
wird die folgende Definition eines Itô-Prozesses benötigt:
Definition 4.5
{(Y (t),Ft)}t∈[0,T ] heißt reellwertiger Itô-Prozess, wenn er ∀t ∈ [0, T ] eine Darstellung der
folgenden Form besitzt
Y (t) = Y (0) +
t∫
0
A(s)ds+
t∫
0
B(s)dW (s) f.s.,
wobei Y (0) F0-messbar und A(t) und B(t) progressiv messbar seien. Weiterhin müssen
die folgenden Eigenschaften erfüllt sein:
t∫
0
|A(s)|ds <∞ und
t∫
0
B2(s)ds <∞ f.s. ∀t ∈ [0, T ].
Nun ist es möglich, den folgenden Satz einzuführen:
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Satz 4.6
Sei Y ein stochastischer Prozess mit der folgenden Darstellung (mit Wiener-Prozess W ):
dY (t) = A(t)dt+B(t)dW (t),
wobei A(t) und B(t) messbare Prozesse bezüglich der von W erzeugten Filtration seien.
Es gelte außerdem:
E



 T∫
0
B2(s)ds


1
2

 <∞.
Dann gilt: Y ist Martingal ⇐⇒ A(t) ≡ 0, d. h. Y ist driftlos.
Satz 4.7
Sei die Funktion f wie folgt gegeben: f(t, x) : [0, T ]× R → R, f ∈ C2([0, T ]× R).
Sei weiterhin der Itô-Prozess Y gegeben: dY (t) = A(t)dt+B(t)dW (t).
Dann gilt: Z(t) := f(t, Y (t)) mit Z(0) = f(0, Y (0)) besitzt das folgende stochastische
Differential:
dZ(t) =
[
ft(t, Y (t)) + fY (t, Y (t))A(t) +
1
2
fY Y (t, Y (t))B
2(t)
]
dt+ fY (t, Y (t))B(t)dW (t).
(4.1)
Auf weitere theoretische Erarbeitungen im Zusammenhang mit dem Satz von Itô, sowie
dessen Beweis soll hier verzichtet werden. Diese können beispielsweise in [12] nachgelesen
werden.
Mit Hilfe des Satzes von Itô gilt nun:
Sei Y stochastischer Prozess mit dY (t) =
(
a(t)− b
2(t)
2
)
dt+ b(t)dW (t). Dann gilt:
Y (t) = Y (0) +
t∫
0
(
a(s)−
b2(s)
2
)
ds+
t∫
0
b(s)dW (s).
Sei weiterhin Z stochastischer Prozess mit:
Z(t) = exp(Y (t)) = exp

Y (0) +
t∫
0
(
a(s)−
b2(s)
2
)
ds+
t∫
0
b(s)dW (s)

 . (4.2)
Dann gilt unter Anwendung des obigen Satzes:
Z(t) = Z(0) +
t∫
0
Z(s)a(s)ds+
t∫
0
Z(s)b(s)dW (s)
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bzw. dZ(t) = Z(t)a(t)dt+ Z(t)b(t)dW (t) = Z(t)(a(t)dt+ b(t)dW (t)). (4.3)
Dabei gelte Z(0) = exp(Y (0)).
Weiterhin ist für eine spätere Berechnung die Definition der quadratischen Kovariation
nötig. Es gilt:
Definition 4.8
Seien Y und Z reellwertige Itô-Prozesse mit
dY (t) = A1(t)dt+B1(t)dW (t) und dZ(t) = A2(t)dt+B2(t)dW (t).
Dann wird mit
〈Y, Z〉t :=
t∫
0
B1(s)B2(s)ds
die quadratische Kovariation bezeichnet.
Im folgenden Abschnitt soll nun das Black-Scholes-Modell eingeführt werden. Dieses
dient zur Modellierung der in der Arbeit verwendeten Assets.
4.2 Das Black-Scholes-Modell
In dieser Arbeit wird, wie in der Literatur oft üblich, das Black-Scholes-Modell verwen-
det. Mit Hilfe dessen werden die Kurse einer risikolosen Anlage und n riskanter Assets
modelliert.
Der Preis S0(t) > 0 des Bonds entwickelt sich gemäß der folgenden Differentialgleichung:
dS0(t) = S0(t)rdt t ∈ [0, T ], S0(0) =: s0 > 0. (4.4)
Dabei ist r weiterhin der risikolose Zinssatz, der nicht von der Zeit t abhängig ist. s0 ist
der positive Startwert des Prozesses. Es gilt:
S0(t) = s0 · exp(rt) t ∈ [0, T ].
Die Preise der riskanten Assets Si(t), i = 1, . . . , n folgen einer geometrischen Brownschen
Bewegung, es gilt ∀i = 1, . . . , n:
dSi(t) = Si(t)
(
µidt+
n∑
j=1
σijdWj(t)
)
, t ∈ [0, T ], Si(0) =: si,0 > 0. (4.5)
Dabei ist der Startwert si,0 fest und damit nicht zufällig. W (t) = (W1(t), . . . ,Wn(t))T sei
ein n-dimensionaler Standard-Wiener-Prozess (insbesondere sind die einzelnen Kompo-
nenten unabhängig).
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Mit Hilfe des Satzes 4.7 und den Berechnungen im vorangegangenen Abschnitt kann
gezeigt werden, dass für alle i = 1, . . . , n (t ∈ [0, T ], si,0 > 0) gilt:
Si(t) = si,0 · exp
((
µi −
1
2
n∑
j=1
σ2ij
)
t+
n∑
j=1
σijWj(t)
)
. (4.6)
Für die Returns Ri(t) des Prozesses Si(t) gilt dann der folgende Satz:
Satz 4.9
Sei Si(t), i = 1, . . . , n wie in Gleichung (4.6) dargestellt. Es gilt für t ∈ [0, T −△t]:
Ri(t) =
(
µi −
1
2
n∑
j=1
σ2ij
)
△t+
n∑
j=1
σij(Wj(t+△t)−Wj(t)). (4.7)
Si(t) ist auf Grund obiger Gleichung (4.6) logarithmisch normalverteilt. Die hier defi-
nierten Returns sind damit normalverteilt mit:
E(Ri(t)) =
(
µi −
1
2
n∑
j=1
σ2ij
)
△t, (4.8)
D
2(Ri(t)) = △t
n∑
j=1
σ2ij , (4.9)
Cov(Ri(t), Rj(t)) = △t
n∑
k=1
σikσjk. (4.10)
Damit ergibt sich als Varianz-Kovarianzmatrix der Returns C = (Cov(Ri(t), Rj(t))ni,j=1.
Für △t = 1 gilt also C = σσT mit σ = (σij)ni,j=1, wobei σij = 0 für j > i, d. h. σ ist eine
Dreiecksmatrix.
Für den Erwartungswert und die Varianz der Rendite gilt der folgende Satz:
Satz 4.10
Sei Si(t) wie in 4.6. Dann gilt:
ri(t) = exp
((
µi −
1
2
n∑
j=1
σ2ij
)
△t+
n∑
j=1
σij(Wj(t+△t)−Wj(t))
)
− 1. (4.11)
ri(t) ist logarithmisch normalverteilt und es gilt:
E(ri(t)) = exp (µi△t)− 1, (4.12)
D
2(ri(t)) = exp (2µi△t)
(
exp
(
n∑
j=1
σ2ij△t
)
− 1
)
, (4.13)
Cov(ri(t), rj(t)) = exp ((µi + µj)△t)
(
exp
(
n∑
k=1
σikσjk△t
)
− 1
)
. (4.14)
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Es ergibt sich also bei Verwendung des Black-Scholes-Modells, dass der Erwartungswert-
vektor und die Varianz-Kovarianzmatrix der Returns und der Renditen nur von△t, nicht
jedoch von t, abhängen.
Bemerkung 4.11 Für kleine Werte △t gilt auf Grund der Taylorapproximation (nach
△t):
µri = E(ri(t)) ≈ µi△t, (4.15)
(σri )
2 = D2(ri(t)) ≈
n∑
j=1
σ2ij△t, (4.16)
Cov(ri, rj) ≈
n∑
k=1
σikσjk△t. (4.17)
Die Varianz der Renditen entspricht also für kleine Werte △t der Varianz der Returns.
Der Erwartungswert hingegen unterscheidet sich um den Term 1
2
n∑
j=1
σ2ij△t. Aus den
Zeitreihen werden später die erwarteten Returns geschätzt und der Erwartungswert der
Renditen gemäß der Formel (4.15) berechnet, d. h. um eben erwähnten Term korrigiert.
4.3 Handelsstrategie und Vermögensgleichung
In diesem Abschnitt sollen die selbstfinanzierende Handelsstrategie und der Vermögens-
prozesses eingeführt werden. Dazu erläutert die folgende Definition zunächst den Begriff
einer Handelsstrategie. Genaueres dazu kann in [12] nachgelesen werden.
Definition 4.12
Sei pi(t) = (pi1(t), . . . , pin(t))
T ein Portfolio und N(t) = (N0(t), N1(t), . . . , Nn(t))
T der
zugehörige Vektor, der die gehaltenen Anteile der Anlagen Ai enthält.
N(t) wird Handelsstrategie genannt, wenn die folgenden Eigenschaften erfüllt sind:
1.
T∫
0
|N0(t)|dt <∞ f.s. 2.
n∑
i=1
T∫
0
(Ni(t)Si(t))
2dt <∞ f.s.
Eine wichtige Eigenschaft ist die so genannte Selbstfinanzierung :
Definition 4.13
Sei N(t) eine Handelsstrategie. Diese wird als selbstfinanzierend bezeichnet, wenn für
den zugehörigen Vermögensprozess X(t) mit t ∈ [0, T ] gilt:
X(t) = x+
n∑
i=0
t∫
0
Ni(s)dSi(s) f.s., (4.18)
wobei x = X(0) wie oben das Startkapital ist.
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Bemerkung 4.14 Die Gleichung (4.18) kann wie folgt interpretiert werden: Das Ver-
mögen X(t) zur Zeit t setzt sich zusammen aus dem Anfangskapital x und den Gewinnen
und Verlusten aller Assets bis zur Zeit t.
Aus den bisherigen Überlegungen lässt sich nun im folgenden Satz die Vermögensglei-
chung herleiten. Der so genannte Vermögensprozess genügt dieser Differentialgleichung
(vgl. [12]) und beschreibt, wie sich das Vermögen X(t) im Zeitverlauf entwickelt:
Satz 4.15
Seien pi(t) ein selbstfinanzierender Portfolioprozess und Si(t), i = 0, . . . , n die Kurse
der Anlagen Ai gemäß Black-Scholes-Modell mit µ und σ wie bisher. Dann gilt für das
Vermögen zur Zeit t:
dX(t) = X(t)rdt+X(t)pi(t)T [(µ− r1)dt+ σdW (t)] X0 := X(0) = x. (4.19)
Der folgende Beweis kann in [12] (Kap. II) nachvollzogen werden:
Beweis.
Es gilt zunächst pi0(t) = 1− pi(t)T1 =
N0(t)S0(t)
X(t)
, sowie pii(t) =
Ni(t)Si(t)
X(t)
.
Es gilt auf Grund der im Satz vorausgesetzten Selbstfinanzierung die Gleichung (4.18)
in Differentialschreibweise, die mit Hilfe der Gleichungen (4.4) und (4.5) und dem eben
Dargestellten wie folgt umgeformt werden kann:
dX(t) =
n∑
i=0
Ni(t)dSi(t) = N0(t)S0(t)rdt+
n∑
i=1
Ni(t)Si(t)
(
µidt+
n∑
j=1
σijdWj(t)
)
= (1− pi(t)T1)X(t)rdt+
n∑
i=1
pii(t)X(t)
(
µidt+
n∑
j=1
σijdWj(t)
)
= X(t)rdt+X(t)pi(t)T [(µ− r1)dt+ σdW (t)] .
Für die weiteren Berechnungen werden zeitkonstante Portfolios angenommen.
Der Vermögensprozess (4.19) hat die Form der Gleichung (4.3) mit
a(t) = r + piT (µ− r1) und b(t) = piTσ.
Die Lösung dieser Differentialgleichung ergibt sich damit gemäß Gleichung (4.3) und
lautet:
X(t) = x · exp

 t∫
0
(
r + piT (µ− r1)−
1
2
||piTσ||2
)
ds+
t∫
0
piTσdW (s)

 ,
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wobei x = X(0) der Startwert ist. Mit || · || wird dabei die euklidische Norm bezeichnet.
Da in unserem Fall auch µ und σ zeitunabhängig sind, lässt sich dies weiter vereinfachen:
X(t) = x · exp
((
r + piT (µ− r1)−
1
2
||piTσ||2
)
t+ piTσW (t)
)
. (4.20)
Interessant ist im Weiteren der Erwartungswert und die Varianz dieses Prozesses. Der
folgende Satz gibt Auskunft über deren Höhe (vgl. [3]):
Satz 4.16
Sei X(t) der Vermögensprozess in Gleichung (4.20) mit t ∈ [0, T ] und µ, σ und pi wie
bisher. Dann gilt:
E(X(t)) = x exp((r + piT (µ− r1))t) (4.21)
D
2(X(t)) = x2 exp(2(r + piT (µ− r1))t) · (exp(||piTσ||2t)− 1) (4.22)
Beweis.
Der Vermögensprozess X(t) ist von der Form X(t) = x exp(Y (t)). Dabei ist Y (t) eine
normalverteilte Zufallsgröße und X(t) logarithmisch normalverteilt. Die Berechnung von
Erwartungswert und Varianz einer logarithmisch normalverteilten Zufallsgröße X(t) mit
µˆ := E(Y (t)) und σˆ2 := D2(Y (t)) erfolgt gemäß der folgenden Formeln:
E(X(t)) = x exp
(
µˆ+
σˆ2
2
)
D
2(X(t)) = x2 exp(2µˆ+ σˆ2) ·
(
exp(σˆ2)− 1
)
Damit ergeben sich obige Resultate.
Mit Hilfe dieses Satzes ist es dann später möglich, beispielsweise den erwarteten Endwert
E(X(T )) zu berechnen.
Allerdings spielt bei der späteren Verwendung der logarithmischen Nutzenfunktion auch
der logarithmische Endwert eine Rolle. Es gilt:
ln(X(t)) = ln x+
(
(r + piT (µ− r1)−
1
2
||piTσ||2)t+ piTσW (t)
)
(4.23)
E(ln(X(t)) = ln x+
(
r + piT (µ− r1)−
1
2
||piTσ||2
)
t (4.24)
Dabei ist X(t) wiederum der Vermögensprozess aus Gleichung (4.20) mit t ∈ [0, T ] und
pi zeitkonstant.
Im folgenden Abschnitt geht es nun um die Bestimmung optimaler Portfolios, d. h. solcher
pi, die den erwarteten Endwert oder den erwarteten Nutzen des Endwertes maximieren.
Dabei wird das so genannte Portfolioproblem betrachtet.
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4.4 Optimale Portfolios
4.4.1 Einführung
Nachdem im vorangegangenen Abschnitt der Vermögensprozess genauer beschrieben
wurde, wird nun das Ziel gesetzt, ein möglichst optimales Portfolio bei gegebenen Assets
und dem damit verbundenem Vermögensprozess zu bilden. Allgemein ist dabei eine Ma-
ximierungsaufgabe zu lösen. Deren genaue Definition folgt in diesem und den folgenden
Abschnitten. Die Herleitung wird in Anlehnung an [12] geführt. Das zu lösende Problem
ist das so genannte Portfolioproblem.
Gegeben sei ein Investor mit Startkapital x. Zu bestimmen ist eine optimale Investment-
strategie, die das erwartete Endvermögen (d. h. das erwartete Vermögen in t = T ) oder
den erwarteten Nutzen des Endvermögens maximiert. Das Portfolioproblem gliedert sich
dabei in drei allgemeine Grundfragen, die die optimale Investmentstrategie beantworten
muss:Wie viele Anteile, von welchemWertpapier sind wann zu halten? Diese Fragen
müssen in Abhängigkeit der Assetpreise beantwortet werden.
[12] nennt dabei einige zu erfüllende Eigenschaften: Der Investor soll in jedem Zeitpunkt
t ∈ [0, T ] handeln dürfen. Die Assetpreise der Vergangenheit bis zum aktuellen Zeitpunkt
seien bekannt, jedoch habe der Investor keinerlei Informationen über die zukünftige Ent-
wicklung oder Insiderinformationen.
Zur Lösung des Portfolioproblems stellt [12] (Kapital V) zwei mögliche Ansätze vor: Die
stochastische Steuerung und die so genannte Martingalmethode. Auf die genaue Erläu-
terung der stochastischen Steuerung wird in dieser Arbeit verzichtet. In Anlehnung an
das genannte Buch wird das Problem mit Hilfe der Martingalmethode gelöst.
Die Methode zerlegt das zeitlich dynamische Portfolio(optimierungs)problem in zwei Tei-
le: Zunächst wird die optimale Auszahlung bestimmt (statisches Optimierungsproblem).
In einem weiteren Schritt soll dann der zugehörige Investmentprozess berechnet wer-
den (Darstellungsproblem). Um die Existenz der Lösung zu sichern, muss vorausgesetzt
werden, dass der Kapitalmarkt, auf dem gearbeitet wird, vollständig ist (Begriff der
Vollständigkeit: vgl. Satz 4.19). Dies ist hier auf Grund der Wahl des Marktes erfüllt.
Zunächst wird nun die folgende Bezeichnung eingeführt: θ := σ−1(µ− r1). Dies wird im
Folgenden sehr häufig verwendet.
Weiterhin wird die folgende Definition zum Begriff der Zulässigkeit benötigt:
Definition 4.17
Sei pi(t) ein Portfolio. pi(t) wird zulässig (für ein gegebenes Startkapital x > 0, d. h.
X(0) = x) genannt, wenn für den entsprechenden Vermögensprozess die folgende Bezie-
hung gilt:
Xpi(t) ≥ 0 f.s. ∀t ∈ [0, T ].
Für den folgenden Satz ist zunächst eine Vorbemerkung zur Definition des Prozesses
H(t) nötig:
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Definition 4.18
Der Prozess H(t) sei wie folgt definiert:
H(t) = exp (−rt) · Z(t) mit Z(t) = exp
(
−θTW (t)−
1
2
||θ||2t
)
.
Also: H(t) = exp
(
−
(
1
2
||θ||2 + r
)
t− θTW (t)
)
.
Damit ist H(t) positiv, stetig und messbar bzgl. Ft. Außerdem ist H(t) ein Itô-Prozess
und besitzt die Darstellung
dH(t) = −H(t) ·
(
rdt+ θTdW (t)
)
H(0) = 1. (4.25)
Es gilt folgender Satz über die Vollständigkeit des Marktes (vgl. [12], Kap. II, Satz 48).
Satz 4.19
1. Sei pi ein selbstfinanzierender Portfolioprozess. Dieser sei zulässig für das Startkapital
x. Dann gilt für den Vermögensprozess X(t): E (H(t)X(t)) ≤ x ∀t ∈ [0, T ].
2. Sei B ≥ 0 eine FT -messbare Zufallsgröße mit x = E (H(T )B) <∞.
Dann existiert ein zulässiger selbstfinanzierender Prozess pi(t) auf [0, T ], so dass für den
zugehörigen Vermögensprozess X(t) gilt: X(T ) = B f.s.
Diese Eigenschaft wird Vollständigkeit genannt.
Bemerkung 4.20 - Interpretation von Satz 4.19
Im ersten Teil des Satzes ist erkennbar, dass H(t) eine Art Diskontierungsprozess dar-
stellt. Dieser liefert das in t = 0 benötigte Mindestvermögen, um zu einem späteren Zeit-
punkt ein bestimmtes Vermögen zur Verfügung zu haben. Soll beispielsweise in t = T
ein Mindestvermögen in Höhe von B erreicht werden, so ist ein Anfangsvermögen von
x ≥ E(H(T )B) nötig.
Der zweite Teil des Satzes behandelt, wie beschrieben, die Vollständigkeit des Marktes.
Es kann gezeigt werden, dass ein vorgegebenes Zielvermögen B durch das Handeln gemäß
eines zulässigen selbstfinanzierenden Portfolioprozesses pi(t) tatsächlich erreicht wird (bei
geg. x).
Wie im Satz 4.19 sei auch im Folgenden B die Endzahlung. Diese ist FT -messbar und es
gelte E(H(T )B) = x.
Eine Zufallsvariable B, die diese Gleichung erfüllt, gibt es immer, dazu wird B beispiels-
weise wie folgt (zufallsunabhängig) gewählt:
B :=
x
E(H(T ))
.
Es soll nun für das weitere Vorgehen zunächst definiert werden, was unter einer Nutzen-
funktion zu verstehen ist (vgl. [12], Kapitel V):
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Definition 4.21
Sei die Funktion U : (0,∞)→ R gegeben. Diese wird Nutzenfunktion genannt, wenn die
folgenden Eigenschaften erfüllt sind:
1. U sei streng konkav
2. U sei stetig differenzierbar
3. U ′(0) := lim
x→0,x>0
U ′(x) =∞
4. U ′(∞) := lim
x→∞
U ′(x) = 0
Wichtige Nutzenfunktionen, die im Weiteren Anwendung finden, sind: Die logarithmi-
sche Nutzenfunktion mit U(x) = lnx und die Klasse der so genannten CRRA (constant
relative risk aversion)-Nutzenfunktionen mit Risikoparameter γ:
U(x) =
{
x1−γ
1−γ
− 1
1−γ
für γ ∈ (0,∞)\{1}
ln x für γ = 1
,
Die Menge B(x) wird nun wie folgt definiert:
B(x) =
{
B ≥ 0 : B sei FT messbar, E(H(T )B) ≤ x und E(U
−(B)) <∞
}
. (4.26)
Dies ist die Menge aller Endvermögen, die bei gegebenem Startkapital von höchstens x
erreicht werden können.
Der folgende Abschnitt führt das oben beschriebene Portfolioproblem mathematisch ein.
4.4.2 Das Portfolioproblem - Statisches Problem
Ziel des oben erwähnten statischen Problems ist es, eine optimale Auszahlung zu bestim-
men. Hier wird in erster Linie die Maximierung des erwarteten Nutzens des Endvermö-
gens betrachtet. Mit Hilfe der Nutzenfunktion aus dem vorangegangenen Abschnitt ist
es möglich, das obige Portfolioproblem in der folgenden Weise zu schreiben:
max
pi zulässig zu geg. x
E (U(X(T ))) (4.27)
Es genügt nun, zu geg. Startkapital x alle erreichbaren Endvermögen B zu betrachten
und über diese zu optimieren. Dadurch kann das Problem wie folgt modifiziert werden
max
B∈B(x)
E (U(B)) (4.28)
Dieses wird als zeitlich dynamisches Portfolioproblem bezeichnet. Ziel ist es dabei nicht
in erster Linie, ein optimales Portfolio zu ermitteln, sondern zunächst nur den optima-
len Endwert zu berechnen. Das zugehörige Portfolio pi(t) wird dann, wie beschrieben,
erst in einem weiteren Schritt ermittelt (so genanntes Darstellungsproblem). Diese erste
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Teilaufgabe wird als statische Optimierungsaufgabe bezeichnet, da B nicht wie pi von t
abhängig ist. Die Abhängigkeit von der Zeit wurde in dieser Aufgabe eliminiert.
Um die Aufgabe (4.28) im Folgenden zu lösen, wird die Funktion h(x) definiert:
h(x) := U(x) − λzx (z > 0).
Diese ist streng konkav, so dass im Falle der Existenz eines Maximums dieses eindeutig
bestimmt ist. Zur Ermittlung wird die Ableitung der Funktion Null gesetzt
h′(x) = U ′(x)− λz = 0
und es gilt x = (U ′)−1(λz). Zu zeigen ist nun, dass B = (U ′)−1(λ0H(T )) das
optimale Endvermögen ist, wobei λ0 Lösung der folgende Gleichung ist:
χ(λ) := E(H(T )(U ′)−1(λH(T ))) = x. (4.29)
B˜ genüge der Gleichung E(H(T )B˜) ≤ x. Zu zeigen ist nun:
E(H(T )B) ≥ E(H(T )B˜).
Dazu wird obige Funktion punktweise für alle ω betrachtet. Dabei sei z = H(T ) =
H(T, ω) und λ = λ0.
0 ≤ h(B(ω))− h(B˜(ω))
= U(B(ω))− λ0H(T, ω)B(ω)− (U(B˜(ω)− λ0H(T, ω)B˜(ω))
= U(B(ω))− U(B˜(ω))− λ0
(
H(T, ω)B(ω)−H(T, ω)B˜(ω)
)
.
Es wird nun der Erwartungswert gebildet. Es ergibt sich:
0 ≤ E(U(B))− E(U(B˜))− λ0
(
E(H(T )B)− E(H(T )B˜)
)
.
Wegen λ0 > 0, E(H(T )B) = x und E(H(T )B˜) ≤ x gilt dann:
0 ≤ E(U(B))− E(U(B˜)).
Damit gilt für das optimale Endvermögen B∗: B∗ = (U ′)−1(λ0H(T )) mit λ0 =
χ−1(x) und B∗ ≥ 0 wegen (4.26).
Folgender Satz fasst hier hergeleiteten Ergebnisse zusammen (vgl. [12], Kap. V, Satz 5):
Satz 4.22
Gegeben sei das oben beschriebene Portfolioproblem (4.27) und ein Startkapital x > 0.
Sei weiterhin χ(λ) <∞ ∀λ > 0. Dann ist das optimale Endvermögen B∗ gegeben durch
B∗ = (U ′)−1
(
χ−1(x)H(T )
)
und es existiert dazu ein selbstfinanzierender Portfolioprozess pi∗(t), der zulässig für x
ist und das Portfolioproblem (4.27) löst. Es gilt dann für den Vermögensprozess mit
Startkapital x:
Xpi
∗
(T ) = B∗ f.s.
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Für verschiedene Nutzenfunktionen ist es nun möglich, das optimale Endvermögen B∗
und damit das optimale Portfolio explizit zu berechnen. Dies ist z. B. (wie in [12] gezeigt)
für die logarithmische und CRRA-Nutzenfunktion möglich. Das Ziel dabei ist, das oben
erwähnte Darstellungsproblem zu lösen, d. h. pi∗ aus B∗ zu bestimmen. In [4] wurde
gezeigt, dass für die CRRA-Nutzenfunktion das folgende Portfolio optimal ist:
pi∗(t) = C−1 ·
µ− r1
γ
.
Dieses Portfolio ist nicht von der Zeit t abhängig, sondern im Zeitverlauf konstant. Daher
ist unter der CRRA-Nutzenfunktion ein ständiges Handeln nötig, um bei sich stetig
verändernden Assetpreisen immer dieses Portfolio zu halten.
Da die stetige Umschichtung, besonders unter Einbeziehung von Kosten, in der Pra-
xis nicht möglich ist, müssen in den späteren Simulationen bestimmte Umschichtungs-
strategien vorgegeben werden. Dabei ist es prinzipiell möglich, das Portfolio zu festen
Zeitpunkten (jährlich, täglich etc.) neu zu bilden.
Im folgenden Abschnitt wird nun eine weitere, nicht an feste Zeitpunkte gebundene
Umschichtungsstrategie vorgestellt, die ebenfalls in die Untersuchungen einfließen soll.
4.5 Impulse-control-Strategie
Da ein ständiges Umschichten, wie es die optimale Strategie gemäß der CRRA-Nutzen-
funktion vorschreibt, praktisch nicht möglich ist, sollten wenige feste Umschichtungszeit-
punkte vorgegeben werden. Der Nachteil fester Zeitpunkte liegt allerdings darin, dass das
Portfolio auch umgeschichtet wird, wenn es sich gegenüber dem optimalen nur minimal
verändert hat. Die Kosten sind jedoch bei sehr geringem Transaktionsvolumen verhält-
nismäßig hoch (Fixkosten).
In diesem Abschnitt soll eine neue Strategie vorgestellt werden. Dabei erfolgt die Wahl
der Umschichtungszeitpunkte abhängig von der Entfernung des gehaltenen Portfolios
vom Optimum. Diese Strategie wird auch als impulse-control-Strategie bezeichnet. Es
wird dabei hier nicht auf die zu Grunde liegende Theorie eingegangen. Diese kann in
verschiedenster Literatur nachgelesen werden (vgl. z. B. [8], [10], [11] und [13]).
Zu Beginn der Betrachtungen wird zunächst ein optimales Portfolio pi∗(t) berechnet.
Mit Hilfe der Maximumnorm der folgenden Differenz lässt sich erkennen, wann sich
der Anteil eines Assets zu weit vom Optimum entfernt hat. Dabei sei pi(t) das aktuell
gehaltene Portfolio. Es gilt:
||pi∗ − pi||max = max{|pi
∗
i − pii| : i = 0, . . . , n}.
Eine Umschichtung kann erfolgen, wenn ||pi∗ − pi||max ≥ p1, d. h. bei Überschreitung
einer absoluten Grenze.
Da jedoch die einzelnen Komponenten des Vektors pi∗ unterschiedliche Größenordnun-
gen haben, ist eine Betrachtung der absoluten Differenz hier nicht immer sinnvoll. Eine
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Umschichtung erfolgt daher, wenn
max
{∣∣∣∣pi∗i − piipi∗i
∣∣∣∣ : i = 0, . . . , n
}
=:
∣∣∣∣∣∣pi∗ − pi
pi∗
∣∣∣∣∣∣
max
≥ p2, (4.30)
d. h. wenn eine relative Grenze überschritten wird. Mit Hilfe dieser relativen Differenz
kann eine Umschichtung besser realisiert werden. Auf die genaue Parameterwahl für p2
wird in einem späteren Abschnitt eingegangen.
Weiterhin ist es möglich, Modifikationen dieser Strategie zu betrachten. So ist es beispiels-
weise denkbar, für jede Assetklasse eine eigene Grenze festzulegen, da bestimmte Anla-
geformen von Kleinanlegern als riskanter bewertet werden als andere und deren Verände-
rung schneller korrigiert werden sollte. Ebenso wäre es möglich, statt der Portfolioanteile
pii den Erwartungswert oder die Varianz der Portfoliorendite für Entscheidungen über
die Umschichtungszeitpunkte heranzuziehen.
Der folgende Abschnitt dient nun der Umsetzung der erarbeiteten Dinge durch eine
Simulation.
5 Simulation
Dieser Abschnitt dient der Vorbereitung der Simulationen, um im Folgenden Ergebnis-
se der Portfoliooptimierung und -umschichtung vorstellen zu können. Dabei wird noch
einmal auf das Black-Scholes-Modell eingegangen und das optimale Portfolio berechnet.
Weiterhin erfolgt die Festlegung der in den Simulationen verwendeten Parameter.
5.1 Simulation der Assets im Black-Scholes-Modell
Das im Abschnitt 4.2 vorgestellte Black-Scholes-Modell wird hier im Fall von einem
risikolosen und vier riskanten Assets verwendet. Diese entwickeln sich, wie erläutert,
gemäß den folgenden Gleichungen:
dS0(t) = S0(t)rdt t ∈ [0, T ], S0(0) =: s0 > 0,
dSi(t) = Si(t)
(
µidt+
4∑
j=1
σijdWj(t)
)
t ∈ [0, T ], Si(0) =: si,0 > 0, ∀i = 1, . . . , 4.
Für den Bond gilt S0(t) = s0 · exp(rt), so dass der Wert in einem beliebigen Zeitpunkt
t berechnet werden kann. Zur Berechnung des Wertes der riskanten Assets wird eine
Rekursionsformel für diskrete Zeitpunkte bestimmt. Es gilt:
Si(t+△t) = Si(t) exp
((
µi −
1
2
4∑
j=1
σ2ij
)
△t+
4∑
j=1
σijz
j
k
√
△t
)
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{zjk, k = 0,△t, . . . , n△t = T, j = 1, . . . , 4} ist eine Menge unabhängiger, standardnor-
malverteilter Zufallsgrößen.
Für die Simulation des Prozesses ist die Kenntnis der Größen µ und C bzw. σ nötig.
Die Varianz-Kovarianzmatrix C der Returns wurde bereits in Abschnitt 3.1 dargestellt.
Weiterhin verwenden wir im Folgenden µ = (0.0919, 0.0624, 0.0964, 0.1064)T .
Mit Hilfe dieser Werte ergibt sich nun die zulässige Menge für diese Anlageformen, so
dass die Bestimmung des Marktportfolios bzw. der optimalen Portfolios unter der CRRA-
Nutzenfunktion möglich ist.
5.2 Optimales Portfolio
Das optimale Portfolio pi∗ nach dem Modell von Markowitz lässt sich, wie in Abschnitt 2.2
erläutert, als Lösung eines Optimierungsproblems bestimmen. Sofern dabei alle Assets im
Portfolio enthalten sind, ist die Bestimmung des Marktportfolios, welches im Markowitz-
Modell optimal ist, gemäß Abschnitt 2.3 möglich. In Abschnitt 4.4.1 wurde die CRRA-
Nutzenfunktion bzw. als Spezialfall die logarithmische Nutzenfunktion (d. h. γ = 1)
genutzt, um ein für den Investor optimales Portfolio zu berechnen. Es zeigte sich, dass
gilt:
pi∗log = C
−1 · (µ− r1).
pi∗log ist ein Portfolio, das im Gegensatz zu pi
∗
MPF einen (wohlbestimmten) Bondanteil
pi∗log,0 6= 0 haben kann. Wird der Bondanteil auf y gesetzt und die übrigen Komponen-
ten entsprechend ihrer Verhältnisse zueinander transformiert, so erhält man pi∗logT . Der
Parameter τ wird dabei so gewählt wird, dass die Anteile in der Summe eins sind:
pi∗logT =
pi∗log
τ
=
C−1 · (µ− r1)
τ
.
Dabei gilt τ =
pi1 + pi2 + pi3 + pi4
1− y
.
Es wird nun pi∗ für die gegebenen Parameter µ und σ bzw. C bestimmt. Dabei ergibt sich
ein optimales Portfolio, dessen Komponenten nicht alle echt positiv sind bzw. auf Grund
numerischer Instabilitäten Null sein könnten. Daher werden diese aus dem Portfolio
entfernt, um das Marktportfolio gemäß der genannten Gleichung berechnen zu können.
Weiterhin fällt auf, dass der Bondanteil betragsmäßig sehr groß, jedoch negativ ist, d. h.
bei der praktischen Anwendung eine extrem große Kreditaufnahme nötig macht. Da dies
praktisch nicht vertretbar ist, werden einige Bondanteile vorgegeben und man erhält so
die folgenden Portfolios:
pi∗logT,0 pi
∗
logT,1 pi
∗
logT,2 pi
∗
logT,3 pi
∗
logT,4
y = −0.5 −0.5 0 1.245643 0 0.254357
y = 0 0 0 0.830428 0 0.169572
y = 0.5 0.5 0 0.415214 0 0.084786
Diese Portfolios bilden die Grundlage für die weiteren Untersuchungen.
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5.3 Parameterwahl
Für die weiteren Untersuchungen mit und ohne Einbeziehung von Kosten ist es nun
nötig, sich auf gewisse Parameterkonstellationen zu beschränken. Es werden die folgenden
Vereinbarungen über Parameter getroffen:
1. Höhe des Startkapitals x des Investors: Die oben erwähnte Statistik des Sta-
tistischen Bundesamtes Wiesbaden legt eine Verwendung von x = 20000 € nahe,
jedoch werden auch Untersuchungen für x = 10000 € und x = 50000 € durchge-
führt.
2. Anteil y der risikolosen Anlage am Gesamtvermögen: Mit Hilfe dieses An-
teils lässt sich die Risikobereitschaft eines Investors steuern. Es werden Werte von
y = −0.5 (Kreditaufnahme), y = 0 und y = 0.5 (Geldanlage) verwendet.
3. Laufzeit T und Diskretisierung: Es wird von einer Anlagedauer von 10 Jahre
ausgegangen. Dabei werden pro Tag zwei Werte der geometrischen Brownschen
Bewegung berechnet.
4. Umschichtungshäufigkeiten bzw. Parameter p2 für die impulse-control-
Strategie: Bei Verwendung der CRRA-Nutzenfunktion ergibt sich ein zeitkon-
stantes optimales Portfolio, d. h. es muss ständig umgeschichtet werden. Da dies in
der Praxis nicht möglich ist, wird dies auch in der Simulation beschränkt. Es wer-
den im Folgenden tägliche, monatliche (hier wird vereinfacht mit zehn statt zwölf
Umschichtungen pro Jahr gerechnet), jährliche, 2-jährliche und 5-jährliche Um-
schichtungen, sowie die buy&hold-Strategie (d. h. kein Umschichten) betrachtet.
Weiterhin wird, wie im vorangegangenen Abschnitt erläutert, eine impulse-control-
Strategie (im Folgenden icS ) verfolgt. Dabei erfolgt eine Umschichtung, wenn die
eingeführte Norm (vgl. Gleichung (4.30)) die Grenze von p2 = 0.1 überschreitet.
5. Simulationsumfang N : Für die Berechnung des gesuchten Erwartungswertes
werden 100000 Realisierungen zu Grunde gelegt.
6 Ergebnisse
In den bisherigen Abschnitten wurden alle theoretischen Resultate und praktischen Vor-
aussetzungen hergeleitet. Diese sollen nun in den Simulationen verarbeitet werden. Dabei
erfolgt die Darstellung des berechneten erwarteten Endvermögens und Nutzens des End-
wertes. Es wird sowohl auf die Ergebnisse bei kostenfreier, als auch auf die Ergebnisse
unter Kosten eingegangen.
6.1 Ergebnisse ohne Einbeziehung von Kosten
Dieser Abschnitt soll nun zunächst die Ergebnisse bei der Investition ohne Einbezie-
hung von Kosten darstellen. Dabei wird jeweils der erwartete Endwert und der erwartete
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Nutzen des Endwertes des Investors betrachtet. Letzterer wird im Folgenden meist als
erwarteter Endnutzen bezeichnet.
Wie in Abschnitt 4.4.2 erläutert, soll in dieser Arbeit stets der erwartete Endnutzen
maximiert werden. Trotzdem wird im Folgenden auch der erwartete Endwert betrachtet
und ausgewertet. Dieser wird stets in € angegeben und ist für praktische Untersuchungen
besser zu veranschaulichen.
Tabelle 6.1 zeigt für ein Startkapital von x = 10000 €, x = 20000 € bzw. x = 50000
€ die Ergebnisse der Simulationen. Dabei ist für die drei vorgegebenen Bondanteile
y jeweils der erwartete Vermögensendwert und Endnutzen bei stetigem Umschichten
(explizite Formel, vgl. Formeln (4.21) und (4.24)), sowie die Simulationsergebnisse bei
zeitlich festgelegter Umschichtung und gemäß icS angegeben. Es gilt unabhängig von der
Höhe des Startkapitals:
1. Mit fallendem Bondanteil y wächst die Höhe des erwarteten Endvermögens bzw.
Endnutzens. Dies ist damit zu begründen, dass das optimale Portfolio gemäß der
logarithmischen Nutzenfunktion einen deutlich niedrigeren (negativen) Bondanteil
hat. Je mehr sich verwendetes und optimales Portfolios (durch Transformation)
unterscheiden, desto geringer ist das erzielte Vermögen in T .
2. Bei einem Bondanteil von y ≥ 0 ist die buy&hold-Strategie am erfolgreichsten,
da hier der größte erwartete Endnutzen bzw. das größte erwartete Endvermögen
entsteht. Stetiges Umschichten, wie es die optimale Strategie empfiehlt, ist nur bei
negativem Bondanteil sinnvoll. Der Grund dafür ist auch hier die “Entfernung”
vom optimalen Portfolio: Je größer diese ist, desto mehr sollte von der gegebenen
Strategie, also stetigem Umschichten, abgewichen werden.
3. Das angegebene erwartete Endvermögen bzw. Endnutzen bei stetiger Umschich-
tung ist teilweise höher/tiefer als erwartet. Dies ist auf numerische Effekte zurück-
zuführen.
4. Für die icS wird jeweils die mittlere Umschichtungshäufigkeit während der ge-
samten Anlagedauer berechnet. Diese kann für entsprechende Vergleiche mit den
übrigen Ergebnissen verwendet werden. Bei Analysen wurde deutlich, dass mit der
icS keine höheren Gewinne erzielt werden können.
Im folgenden Abschnitt werden in die Betrachtungen nun die oben analysierten Kosten
einbezogen. Es erfolgt wiederum eine Betrachtung des erwarteten Endwertes und End-
nutzens.
6.2 Ergebnisse unter Einbeziehung von Kosten
Analog zu den Untersuchungen im vorangegangenen Abschnitt wird nun das erwarte-
te Endvermögen und der erwartete Nutzen des Endvermögens unter Einbeziehung von
Kosten untersucht. Tabelle 6.2 zeigt wiederum die entsprechenden Ergebnisse. Dabei
werden erneut die drei ausgewählten Bondanteile y und Werte x untersucht.
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x=10000 y = 0.5 y = 0 y = −0.5
Wert Nutzen Wert Nutzen Wert Nutzen
stetig (Theorie) 15751.52 9.6638 20111.43 9.9054 25678.14 10.1452
täglich 15750.92 9.6637 20104.48 9.9050 25659.81 10.1444
monatlich 15756.47 9.6641 20107.06 9.9052 25643.05 10.1438
jährlich 15808.98 9.6674 20132.01 9.9064 25491.18 10.1381
2jährlich 15868.18 9.6710 20160.09 9.9077 25334.60 10.1322
5jährlich 16051.79 9.6823 20248.52 9.9119 24931.41 10.1166
buy&hold 16376.55 9.7019 20408.00 9.9192 24440.64 10.0997
icS 15839.13 9.6693 20161.59 9.9078 25419.21 10.1353
Umsch.häufigkeit 4.83 1.53 6.39
x=20000 Wert Nutzen Wert Nutzen Wert Nutzen
stetig (Theorie) 31503.03 10.3569 40222.86 10.5985 51356.27 10.8383
täglich 31500.49 10.3569 40225.18 10.5986 51369.75 10.8386
monatlich 31511.54 10.3572 40230.49 10.5987 51335.74 10.8380
jährlich 31616.14 10.3605 40280.18 10.5999 51031.42 10.8323
2jährlich 31734.29 10.3641 40336.94 10.6013 50716.97 10.8263
5jährlich 32099.86 10.3754 40512.46 10.6054 49912.39 10.8108
buy&hold 32745.93 10.3948 40830.62 10.6128 48929.09 10.7912
icS 31687.74 10.3627 40339.42 10.6013 50798.18 10.8276
Umsch.häufigkeit 4.83 1.53 6.39
x=50000 Wert Nutzen Wert Nutzen Wert Nutzen
stetig (Theorie) 78757.59 11.2732 100557.2 11.5148 128390.7 11.7546
täglich 78770.30 11.2734 100541.5 11.5147 128417.6 11.7548
monatlich 78798.23 11.2737 100554.6 11.5148 128333.3 11.7542
jährlich 79060.94 11.2770 100678.4 11.5160 127572.8 11.7485
2jährlich 79358.01 11.2807 100820.0 11.5174 126785.7 11.7425
5jährlich 80275.67 11.2920 101260.0 11.5215 124771.4 11.7270
buy&hold 81897.41 11.3115 102058.9 11.5289 122315.1 11.7073
icS 79211.97 11.2789 100794.1 11.5171 127019.8 11.7442
Umsch.häufigkeit 4.83 1.53 6.38
Tabelle 6.1: Erwarteter Endwert und erwarteter Nutzen des Endwertes bei einem Start-
kapital von x = 10000 €, x = 20000 € und x = 50000 € ohne Berücksichtigung von
Kosten.
Eine explizite Formel für die Berechnung des erwarteten Endwertes bzw. Endnutzens
bei stetigem Umschichten existiert unter den hier verwendeten Kosten nicht. Allerdings
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ist mit sofortigem Ruin zu rechnen, so dass dieser Wert negativ bzw. auf Null gesetzt
werden kann. Auch der Wert für tägliches Umschichten wird in den Simulationen Null
und wird daher hier nicht mehr betrachtet.
x=10000 y = 0.5 y = 0 y = −0.5
Wert Nutzen Wert Nutzen Wert Nutzen
monatlich 10249.21 9.2335 13075.47 9.4732 16319.74 9.6890
jährlich 14771.05 9.5994 18339.29 9.8129 22448.37 10.0108
2jährlich 15767.38 9.6794 20037.20 9.9015 25177.11 10.1259
5jährlich 16005.89 9.6823 20195.46 9.9092 24882.98 10.1146
buy&hold 16348.45 9.7001 20378.83 9.9178 24425.85 10.0963
icS 15828.90 9.6686 20138.93 9.9067 25366.64 10.1333
Umsch.häufigkeit 4.83 1.53 6.38
x=20000 Wert Nutzen Wert Nutzen Wert Nutzen
monatlich 25426.10 10.1424 31574.92 10.3559 38632.86 10.5526
jährlich 30133.97 10.3124 37256.04 10.5218 45504.52 10.7175
2jährlich 31619.52 10.3605 40114.65 10.5957 50305.40 10.8181
5jährlich 32041.62 10.3735 40399.29 10.6026 49689.89 10.8063
buy&hold 32708.24 10.3936 40751.14 10.6108 48766.47 10.7878
icS 31674.75 10.3623 40272.11 10.5996 50781.94 10.8273
Umsch.häufigkeit 4.84 1.53 6.39
x=50000 Wert Nutzen Wert Nutzen Wert Nutzen
monatlich 70801.52 11.1666 86987.66 11.3696 105389.9 11.5570
jährlich 76117.76 11.2391 93963.14 11.4469 114489.4 11.6403
2jährlich 79117.11 11.2777 100346.4 11.5126 125935.9 11.7357
5jährlich 80132.48 11.2902 101020.5 11.5191 124338.3 11.7235
buy&hold 81780.77 11.7049 101902.2 11.5273 122010.0 11.7049
icS 79167.30 11.2783 100754.3 11.5167 126944.3 11.7435
Umsch.häufigkeit 4.83 1.53 6.38
Tabelle 6.2: Erwarteter Endwert und erwarteter Nutzen des Endwertes bei einem Start-
kapital von x = 10000 €, x = 20000 € und x = 50000 € unter Berücksichtigung von
Kosten.
Es lassen sich die folgenden Ergebnisse festhalten. Diese gelten wiederum für beliebiges
hier dargestelltes Startkapital x:
1. Für Bondanteile von y = 0.5 und y = 0 steigen sowohl der erwartete Endnutzen als
auch der erwartete Endwert mit abnehmender Umschichtungshäufigkeit. Demzu-
folge ist hier eine buy&hold-Strategie optimal. Dies ist auf die verwendeten Kosten
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zurückzuführen, denn diese fallen bei jeder Transaktion an und übersteigen die
Gewinne durch häufiges Umschichten. Bei einem Bondanteil von y ≥ 0 war diese
Strategie auch ohne Kosten optimal.
Für y = −0.5 steigen die erwarteten Endwerte und Endnutzen zunächst mit fallen-
der Umschichtungshäufigkeit, erreichen ihren Hochpunkt (bei den hier betrachteten
Umschichtungen) bei 2-jährlichem Umschichten. Bei welcher Umschichtungshäu-
figkeit dieses Maximum genau liegt geht aus diesen Untersuchungen jedoch nicht
hervor.
2. Der kleinste (negative) Bondanteil liefert wiederum den größten erwarteten End-
wert bzw. Endnutzen bei fixierter Umschichtungshäufigkeit.
3. Bei der icS werden nahezu die gleichen Häufigkeiten wie bei Berechnung ohne Ko-
sten erzielt. Die Werte werden wiederum verwendet, um die berechneten erwarteten
Endwerte und Endnutzen mit denen bei zeitlich fixierter Umschichtung vergleich-
bar zu machen. Es lässt sich ermitteln, dass die icS leicht bessere Ergebnisse als
die Strategie unter fester Umschichtung erzielt. Diese Strategie ermöglicht also
teilweise zusätzliche Gewinne.
Im folgenden Abschnitt werden die mittleren Kosten und die mittlere Rendite untersucht.
6.3 Analyse der mittleren Kosten und der mittleren Rendite
In den vorangegangenen Abschnitten wurden die erzielten Ergebnisse, also die erwarteten
Endwerte und Endnutzen, vorgestellt. Besonders interessant ist es nun, die dabei anfal-
lenden Kosten und die erzielte Rendite während der gesamten Anlagezeit zu betrachten.
Dies soll in diesem Abschnitt geschehen.
Tabelle 6.3 zeigt zunächst die berechneten mittleren Kosten (absolut und anteilig am
Endvermögen), sowie die mittlere Rendite (in %). Tägliches Umschichten führt zum
Ruin, so dass diese Werte hier nicht betrachtet werden. Es ist erkennbar:
1. Die prozentualen Kosten fallen mit steigendem Startkapital. Dies ergibt sich auto-
matisch aus der Konstruktion der Kosten: Für geringes Order- und Transaktionsvo-
lumen sind diese konstant, erst bei größerem Volumen werden prozentuale Kosten
gezahlt. Die Fixkosten erzeugen die relativ hohen (prozentualen) Gesamtkosten bei
x = 10000 € und x = 20000 €.
2. Die absoluten Kosten steigen mit fallendem Bondanteil. Dies ist mit der Kosten-
freiheit der risikolosen Anlage zu begründen. Über die relativen Kosten kann keine
derartige Aussage getroffen werden, da die für die Berechnung herangezogenen er-
warteten Endvermögen dabei eine Rolle spielen.
3. Bei monatlichem Umschichten sind die Kosten unabhängig vom Startkapital x
relativ hoch. Damit ist also nur eine jährliche oder seltenere Umschichtung sinnvoll.
4. Es wird deutlich, dass bei seltenem Umschichten das Startkapital x nur einen sehr
geringen Einfluss auf die Höhe der prozentualen Kosten hat.
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x=10000 y = 0.5 y = 0 y = −0.5
Kost. in % Rend. Kost. in % Rend. Kost. in % Rend.
monatlich 4303 41.98 2.49 4688 35.85 30.75 5262 32.25 63.20
jährlich 786 5.33 47.71 1118 6.10 83.39 1615 7.19 124.48
2jährlich 600 3.81 57.67 937 4.68 100.37 1463 5.81 151.77
5jährlich 477 2.98 60.06 793 3.93 101.95 1224 4.92 148.83
buy&hold 434 2.66 63.48 731 3.58 103.79 1051 4.30 144.26
icS 636 4.02 58.29 831 4.13 101.39 1634 6.44 153.67
x=20000 Kost. in % Rend. Kost. in % Rend. Kost. in % Rend.
monatlich 4696 18.47 27.13 5622 17.80 57.87 6924 17.92 93.16
jährlich 1086 3.60 50.67 1823 4.89 86.28 2844 6.25 127.52
2jährlich 897 2.84 58.10 1639 4.09 100.57 2711 5.39 151.53
5jährlich 770 2.40 60.21 1464 3.62 102.00 2347 4.72 148.45
buy&hold 730 2.23 63.54 1377 3.38 103.76 2029 4.16 143.83
icS 937 2.96 58.37 1519 3.77 101.36 2956 5.82 153.91
x=50000 Kost. in % Rend. Kost. in % Rend. Kost. in % Rend.
monatlich 6018 8.50 41.60 8475 9.74 73.98 11943 11.33 110.78
jährlich 2087 2.74 52.24 3960 4.21 87.93 6580 5.75 128.98
2jährlich 1889 2.39 58.23 3768 3.76 100.69 6510 5.17 151.87
5jährlich 1749 2.18 60.26 3506 3.47 102.04 5730 4.61 148.68
buy&hold 1703 2.08 63.56 3334 3.27 103.80 4964 4.07 144.02
icS 1943 2.45 58.33 3614 3.59 101.15 7000 5.51 153.89
Tabelle 6.3: Mittlere Kosten und mittlere Rendite bei einem Startkapital von x = 10000
€, x = 20000 € und x = 50000 €.
5. Monatliches Umschichten erzeugt eine geringe mittlere Rendite und ist somit nicht
empfehlenswert ist. Die Rendite steigt, analog zum erwarteten Endvermögen und
Endnutzen, mit fallendem Bondanteil y und zunehmender Umschichtungshäufigkeit
(mit Ausnahme von y = −0.5). Bei y = −0.5 wird wiederum bei 2-jährlichem
Umschichten ein Maximum erreicht.
6. Bei geringer Umschichtungshäufigkeit ist kaum eine Abhängigkeit der Höhe der
mittleren Rendite vom Startkapital x erkennbar. Somit ist nur bei häufigem Um-
schichten ein hohes Startkapital notwendig, da sich dort die Kosten negativ auf die
mittlere Rendite auswirken.
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7 Fallstudie
Im Abschnitt 3.1 wurden die Kennzahlen der Assets im Anlageuniversum, also der Er-
wartungswertvektor der Returns und die Varianz-Kovarianzmatrix C, berechnet. Als
Datengrundlage wurden die monatlichen Returns der letzten zehn Jahre verwendet. Hier
sollen nun die berechneten Kennzahlen kritisch betrachtet und modifiziert werden, sowie
eine Analyse der dann erreichten erwarteten Endwerte und Endnutzen erfolgen.
Auf die genauen Hintergründe der Veränderungen soll hier nicht eingegangen werden.
Diese können in [14] nachgelesen werden. Es werden die folgenden Größen verwendet:
µ = (0.0915, 0.0455, 0.0965, 0.105)T
C =


0.055 −0.001 0.058 0
−0.001 0.001 −0.001 0
0.058 −0.001 0.063 0
0 0 0 0.06


Bei einem ähnlichen Vorgehen wie in Abschnitt 5.2 ergibt sich als optimales Portfolio
gemäß der logarithmischen Nutzenfunktion:
pi∗logT = (0.0598, 0.8926, 0, 0.0476)
T , pi∗logT,0 = 0.
Diese Veränderungen haben auf Grund der neuen Rendite- und Risikoverhältnisse, sowie
der neuen Kostenzusammensetzung auf Grund der Veränderungen im Portfolio, Einfluss
auf den erwarteten Endwert und erwarteten Endnutzen. Diese sollen daher nun berech-
net und mit den bisherigen Werten verglichen werden. Dafür werden wiederum 100000
Trajektorien simuliert und die Berechnungen für ein Startkapital von x = 10000 €,
x = 20000 € und x = 50000 €bei einem Bondanteil von y = 0 durchgeführt. Ermit-
telt werden dabei die Werte bei jährlichem, 2-jährlichem und 5-jährlichem Umschichten,
sowie für die buy&hold-Strategie.
Tabelle 7.1 zeigt die erwarteten Endwerte und Endnutzen bei Verwendung des neu gebil-
deten Portfolios im Vergleich mit den bisherigen. Weiterhin wurde die mittlere Rendite
während der Anlagedauer von zehn Jahren, sowie die Differenz der mittleren Renditen
beider Portfolios berechnet.
Es fällt auf, dass hier sehr viel geringere erwartete Endwerte/Endnutzen erzielt werden.
Dies ist auf die niedrigere erwartete Portfoliorendite zurückzuführen und auf Grund der
Änderungen der Parameter eher als realistisch anzusehen. Deutlich wird dies auch bei
der hier berechneten Rendite-Differenz, die stets höher als 30 % ist. Es ist weiterhin
erkennbar, dass die Monotonie der hier berechneten diskreten Werte erhalten bleibt.
Diese Untersuchung hat also möglicherweise realistischere Zielwerte für den Investor er-
mittelt. Inwieweit die angenommenen Kennzahlen der Assets im jeweiligen Anlagezeit-
punkt oder -zeitraum bzw. auf Dauer realistisch sind, muss hingegen mit genaueren
Untersuchungen der Zeitreihen der jeweiligen Assets untersucht werden.
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x = 10000 bisheriges Portfolio neues Portfolio Rend.-
y = 0 Endwert Rendite Endn. Endwert Rendite Endn. Diff.
jährlich 18339.29 83.39 9.8129 14937.69 49.38 9.6060 34.01
2-jährlich 20037.20 100.37 9.9015 16596.41 65.96 9.7115 34.41
5-jährlich 20195.46 101.95 9.9092 16728.90 67.29 9.7188 34.66
buy&hold 20378.83 103.79 9.9178 16882.86 68.83 9.7264 34.96
x = 20000 bisheriges Portfolio neues Portfolio Rend.-
y = 0 Endwert Rendite Endn. Endwert Rendite Endn. Diff.
jährlich 37256.04 86.28 10.5218 30636.96 53.18 10.3245 33.10
2-jährlich 40114.65 100.57 10.5957 33248.34 66.24 10.4063 34.33
5-jährlich 40399.29 101.99 10.6026 33488.94 67.44 10.4129 34.55
buy&hold 40751.14 103.75 10.6108 33794.49 68.97 10.4203 34.78
x = 50000 bisheriges Portfolio neues Portfolio Rend.-
y = 0 Endwert Rendite Endn. Endwert Rendite Endn. Diff.
jährlich 93963.14 87.93 11.4469 77769.07 55.53 11.2561 32.40
2-jährlich 100346.4 100.69 11.5126 83193.93 66.39 11.3235 34.30
5-jährlich 101020.5 102.04 11.5191 83763.62 67.53 11.3297 34.51
buy&hold 101902.2 103.80 11.5273 84507.45 69.01 11.3369 34.79
Tabelle 7.1: Vergleich der erwarteten Endwerte/Endnutzen der Portfolios mit bisherigen
bzw. modifizierten Assetkennzahlen, x = 10000 €, x = 20000 € und x = 50000 €, y = 0.
In der Arbeit [14] wurden weitere Fallstudien vorgestellt, die die Abhängigkeit des er-
warteten Endvermögens von der Laufzeit und den Einfluss verschiedener Parameterwerte
auf die icS untersuchen, sowie ein optimales Portfolio unter Einsatz von Kosten ermitteln
sollen. Weiterhin wird die Kostenuntergrenze eines Anlegers und die dabei entstehenden
Endvermögen ermittelt. Diese Fallstudien werden hier jedoch nicht vorgestellt.
Im Folgenden sollen nun einige Empfehlungen gegeben und damit die erzielten Ergebnisse
zusammengefasst werden.
8 Empfehlungen
Ziel war es, besonders für Kleinanleger, die nur ein geringes Risiko verkraften, Empfeh-
lungen für ihre Investitionen am Markt zu entwickeln. Auf der Grundlage obiger theore-
tischer Erarbeitungen, sowie der Simulationen und Auswertungen werden nun hier einige
Resultate und Empfehlungen zusammengefasst dargestellt. Dabei werden die Empfeh-
lungen auf Grundlage der Betrachtungen unter Einbeziehung von Kosten gegeben.
Da eine analytische Berechnung des optimalen Portfolios unter Kosten nicht möglich ist,
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sollte bei Investition das berechnete optimale Portfolio ohne Berücksichtigung von Kosten
verwendet werden. Dies erfordert eine Investition in die risikolose Anlage, Rentenfonds
und Hedge-Fonds. Die Rentenfonds haben dabei einen Anteil von 83 % an den riskanten
Assets, die Hedge-Fonds von 17 %. Die risikolose Anlage sollte je nach Risikofreudigkeit
entsprechend beigemischt werden. Je höher deren Anteil am Gesamtportfolio ist, desto
weniger Risiko trägt der Investor.
In [14] wurde nach optimalen Portfolios unter Einsatz von Kosten gesucht. Es zeigte sich,
dass die Kosten hier keinen erheblichen Einfluss auf die Zusammensetzung des Portfolios
haben, so dass das eben genannte Portfolio auch unter Kosten verwendet werden kann.
Je nach Bondanteil kann eine etwa 2-jährliche Umschichtung (bei negativem Bondanteil)
oder die buy-and-hold-Strategie (nichtnegativer Bondanteil) empfohlen werden, um einen
maximalen erwarteten Endwert/Endnutzen zu erzielen. Die Verwendung der impulse-
control-Strategie scheint bei der Zielsetzung eines maximalen Endnutzens nur bei nega-
tivem Bondanteil sinnvoll.
Die Möglichkeit der Kreditaufnahme wurde in den Untersuchungen ebenfalls betrachtet
und führte zu sehr guten Ergebnissen. Allerdings sollte diesem eher kritisch gegenüberge-
standen werden, da hier für risikoloses Leihen und Verleihen eine identische Verzinsung
angenommen wurde. Weiterhin ist eher unklar, ob Kleinanleger eine solche Möglichkeit
nutzen wollen und können, da ein Kredit bei Totalverlust des Vermögens erheblich grö-
ßere Schwierigkeiten bereitet.
Bei seltenem Umschichten ist das eingesetzte Startkapital für die Höhe der mittleren
Rendite kaum relevant, sofern x im hier untersuchten Bereich liegt. Ob eine Erweiterung
auf noch höheres/niedrigeres Startkapital möglich ist, wurde nicht untersucht.
Um möglichst hohe mittlere Renditen zu erzielen, sollte die Anlagedauer entsprechend
hoch gewählt werden. Dabei stellt eine Dauer von zehn Jahren eher eine Untergrenze dar.
Dies ermöglicht außerdem, Kurseinbrüche durch spätere positive Entwicklungen auszu-
gleichen. Die Laufzeit wird jedoch maßgeblich durch die Renditeerwartungen beeinflusst
und sollte individuell gewählt werden.
Die Höhe des Startkapitals hat nur bei häufiger Umschichtung Einfluss auf die Rendite
und die dabei anfallenden mittleren Kosten während des Gesamtlaufzeit.
Die Analysen wurden unter der Voraussetzung durchgeführt, dass die Charakteristika
der Assets für die Dauer der Anlage konstant bleiben. Dies kann praktisch nicht im-
mer gesichert werden, so dass es zu Abweichungen von den hier berechneten erwarteten
Endwerten/Endnutzen kommen kann. Dies sollte stets berücksichtigt werden.
Es muss beachtet werden, dass es sich bei den berechneten Werten stets um erwartete
Endwerte/Endnutzen handelt. Eine Investition in ein Portfolio mit positivem Gesamtri-
siko muss diesen Wert natürlich nicht erreichen oder überschreiten.
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